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一 、 复 数 和 复 变 函数 


1. 复 数 


在 数学 中 ,最早 为 人 们 所 研究 的 一 个 纯 数 学 问题 ,就 
是 求解 二 次 方程 。 四 千 多 年 前 ， 古 代 巴 比 伦 人 就 掌握 了 
二 次 方程 的 解法 . 那 时 所 发 现 的 技巧 ,还 基本 上 与 今天 在 
中 学 数学 教科 书 中 所 用 的 方法 相同 . 例如 , 解 方程 x? - 
2x 一 15 =0， 用 “配方 ”法 ， 将 这 个 方程 写成 x* 一 2x+1 
-16 的 形式 ,也 就 是 (x 一 1)” -16 =0， 即 得 到 (x 一 1)? 
=16, 所 以 X11=4 或 XxX-1= 一 4; 因此 x=5 或 
X= -3. 但 是 ,对 有 些 二 次 方程 ,这 个 “配方 "法 就 失灵 了 。 
例如 要 解 简单 的 二 次 方程 x*+1=0, 这 导致 我 们 要 找 这 
样 的 数 x, 它 的 平方 等 于 -1:x = -1. 这 似乎 是 不 可 能 
的 ,因为 一 个 数 的 平方 好 像 不 应 是 负 的 . 

想像 如 果 有 一 个 数 , 它 的 平方 是 -1， 这 将 会 发 生 什 
么 情况 呢 ? 这 个 数 , 今 天 已 习惯 上 采用 i 来 表示 ,并 称 之 
为 “ 虚 ” 单 位 ; 当 有 太 =1xi 出 现时 ， 就 用 一 1 代替 之 . 这 
样 ， 方程 x +1=0 就 变 成 有 解 了 ， 其 解 为 x=i 和 
X= -1 另外， 如 方程 -10x+40=0， 即 (Xx-5) 


= -15 也 变 成 有 解 了 ， 其 解 为 x=5+ V15 和 X=5- 
V15i. 要 验证 它 , 我 们 只 须 计 算 
(5+A/150)* 一 10 (5+ Vv 15) + 40 
= (5+Ii5i6(5+A152) ~ 10(5+ v15¢%) + 40 
=25+5w/154 土 5\/152-+15 亿 一 50 于 TV +40 
=25—-15—50+4+ 40=0., 

但 是 ,一 个 二 次 方程 有 一 个 X=5+ M15i 或 X=5- 
M15i 的 解 ,究竟 有 什么 好 处 呢 ? 归根 结 底 i 是 一 个 “ 虚 ” 
数 . 

文艺 复兴 时 期 , 意大利 数学 家 卡尔 达 诺 (G. Carda- 
no， 被 称 为 虚数 之 父 ) 注 意 到 在 解 三 次 方程 时 (例如 方程 
x* -12x+16=0)， 可 发 生 这 样 的 情况 :虽然 用 了 虚数 来 
计算 ,而 求 出 的 根 却 仍 是 普通 的 “实数 . 这 个 观察 说 明 ， 
对 -1 的 平方 根 , 不 管 称 它 是 虚数 与 否 , 它 不 单 是 一 个 玩 
物 . 

直到 十 九 世纪 ,数学 家 才 解 开 复数 的 奥秘 .他 们 将 形 
如 a+ 记 的 数 称 为 复数 ,把 它 解 释 为 平面 上 的 点 .确切 地 
讲 ， 我 们 在 平面 上 画 两 条 互相 垂直 的 直线 ， 一 条 是 水 平 
的 ; 称 为 x- 轴 或 实 轴 ;一 条 是 铅 直 的 , 称 为 y- 轴 或 虚 轴 ， 
两 条 直线 的 交点 是 0, 称 为 原点 . 于 是 ， 每 个 复数 a+ bi 
可 以 用 平面 xOy 上 坐标 为 (4a, 9) 的 点 2Z 来 表示 (如 图 
1) .因此 ,平面 上 每 个 点 表示 一 个 复数 ;反之 ,每 个 复数 可 
由 平面 上 的 一 个 点 来 表示 . 

复数 a+bi 也 可 用 xOy 平面 上 从 原点 (0，0) 引 到 
(a，b) 点 的 回 量 来 表示 ， 这 了 就 对 复数 又 引进 了 一 种 新 看 
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法 .两 个 点 的 加 法 是 用 图 2 所 显示 的 “ 力 的 平行 四 边 形 ” 
法 则 完成 的 . 这 是 相应 于 上 述 的 加 法 的 算术 定义 ， 
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i. 这 就 使 得 我 们 有 
理由 认为 复数 不 仅 具 有 单纯 形式 推广 的 意义 ， 而 且 还 可 
以 用 它 来 表示 某 些 物 理 量 . 两 个 点 的 乘积 的 几何 意义 包 
含 更 多 一 些 东 西 . 为 了 要 计算 图 3 中 的 两 个 点 2 和 2 
的 乘法 , 我们 记 从 原点 到 它们 的 距离 分 别 为 71 与 ra， 从 
原点 到 Zi 与 zs 的 连 线 与 正 实 轴 之 间 的 夹 角 ( 称 为 辐 角 ) 
分 别 为 6: 与 9,， 然后 ,我 们 标 出 与 原点 0 之 距离 为 
r=ri*rs 辐 角 为 01+0s 的 点 .这 个 点 ,或 是 这 点 所 对 应 的 
复数 ,就 称 之 为 这 两 个 点 (或 复数 )zi 与 Zz, 之 积 . 这 个 是 
义 也 是 与 算术 定义 一 致 的 .让 我 们 对 虚数 单位 来 验证 
这 个 定义 .点 i 到 O 点 的 距离 是 1, 它 的 辐 角 是 90”. 所 
以 ,点 六 =ioi 到 OO 〇 点 的 距离 应 为 1x1=1， 而 辐 角 90- 
+90°= 180". 这 就 是 点 -1. 这 样 ， 我们 有 六 = -1 的 儿 
何 解释 .在 这 里 , 我 们 提 及 从 O 点 到 一 个 复数 z=Xx+yi 
的 距离 , 称 为 z 的 模 ,用 |z| 表 示 . 由 勾 股 纺 定 理 ，121 = 
X2 + YY. 

”复数 是 从 求解 二 次 ,三 次 方程 而 引进 的 ,人 们 也 许 会 
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期 望 为 了 解 四 次 方程 ,以 及 次 数 更 高 的 方程 ,将 需要 把 数 
的 概念 作 更 进一步 的 扩充 ,等 等 .幸而 没有 这 个 必要 .对 
我 们 所 引进 的 复数 ,能 解 每 一 个 代数 方程 ,而 不 论 其 次 数 
是 什么 ,不 论 系数 是 实数 还 是 复数 . 更 确切 地 说 , 即 任何 
复 系数 代数 方程 
Zo tt +=0 

在 复数 域 中 有 个 根 .这 就 是 代数 基本 定理 ,这 是 代数 方 
程 理 论 中 一 项 特别 重要 的 结论 ， 

代数 基本 定理 指出 ,复数 做 成 一 个 数 系 ,在 这 个 复数 
域 中 ,任何 代数 方程 都 有 解 . 进一步 的 研究 表明 ,多 项 式 
的 理论 ,即使 这 些 多 项 式 都 具有 实 系数 , 当 且 仅 当 我 们 把 
多 项 式 的 值 在 整个 复数 域 中 来 考察 时 ， 才 可 能 得 到 最 终 
的 形式 . 只 有 当 我 们 把 多 项 式 作 为 一 个 复 变 函数 来 考虑 
时 , 它 的 性 质 才 弄 得 清楚 . 


2. 复 变 数 指数 函数 和 三 角 函 孝 


在 数学 上 ， 一 个 函数 是 将 一 个 数 对 应 于 另 一 个 数 的 
规则 ， 最 简单 的 情况 下 ,这 个 规则 由 像 f(x) =2x* -6 这 
样 的 代数 公式 给 出 .这 种 称 之 为 多 项 式 的 函数 ,自然 也 对 
复 变 数 z 有 定义 ,f(z) = 2za 一 6 就 是 一 个 复 变 函 数 ， 

但 是 ,也 有 些 函 数 是 用 完全 不 同 的 方式 来 定义 的 . 重 

要 的 例子 是 三 角 函 数 . 假设 一 个 点 从 单位 圆周 上 的 A 点 

开始 ( 见 图 4) , 沿 反 时 针 方 向 移动 . 如 这 个 点 沿 着 圆周 移 

动 x 而 达到 B 点 ， 则 sin x 就 是 B 到 水 平 轴 的 距离 (如 

果 B 在 水 平 轴 的 下 面 ， 算 是 负 的 ) ， 整 个 圆周 的 长 度 为 
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2z ,因此 点 4. 沿 圆周 移动 2 距离 之 后 , 仍 在 A 点 . 这 
表明 sin x 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 故 有 sin(x+ 
2r) = sin x. 函数 sin x 的 图 像 如 图 5 所 示 . 三 角 函数 原 
来 是 为 了 天 文 和 航海 的 计算 而 引进 的 ， 它 们 在 测量 中 有 
广泛 的 应 用 .更 重要 的 是 ,三 角 函 数 出 现在 我 们 要 描写 庄 
如 弹簧 的 振动 ,潮汐 ,行星 运动 ， 交流 电 或 原子 光 衍射 的 
周期 过 程 . 

另 一 个 重要 的 函数 是 指数 函数 e" 数 el 它 近似 等 于 
2.718) 可 以 定义 为 一 个 数量 ， 它 等 于 将 1 元 钱 存 入 一 所 
怪诞 的 银行 一 年 后 所 获得 的 本 利和 ， 这 所 怪诞 的 银行 是 
给 100% 的 年 息 并 连续 地 计算 复 利 1. e" 是 存 x 年 后 所 
得 的 本 息 总 量 . 当 x 是 一 整数 或 分 数 时 ,符号 e" 有 通常 
的 意义 .指数 函数 用 于 措 写 那些 类 似 于 复 利 的 过 程 , 例 如 
衰变 ,或 人 口 的 增长 ,等 等 .e" 的 图 像 如 图 6 所 示 . 


+ 将 1 元 钱 存 入 一 个 给 100 多 年 息 的 银行 ,一 年 后 的 本 利和 应 为 2 元 ,如 银行 一 
个 月 算 一 次 复 利 ， 由 一 年 后 的 本 利和 应 为 (1+ 坦 ) 如 果 训 年 算 一 次 入 


”“ 利 ， 册 一 征 后 的 本 利和 为 (1+ 二 。 连 续 的 给 以 复刊， 则 一 年 后 的 本 利 总 
jm 1 中 
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十 八 世纪 的 一 项 重要 发 
现 ， 也 是 微 积分 的 最 早 应 用 之 
一 ， 是 指数 函数 和 三 角 消 数 表 
示 为 无 穷 次 多 项 式 ,或 者 ,用 现 
在 的 语言 来 讲 , 是 表示 为 “ 蜘 级 
数 ”. 这些 公式 是 简单 的 , 即 对 
一 切实 数 xE(- co tce)* 成 立 
着 


LOT 
el+T + 13 + Ta + 1a3d Tad» (1) 
入 


. 化 2 27 
SN VV TIS +t 1 2d T2345.67 + (2) 
和 
2 ms es 
OOSo= 1 Ts + Id 1 a3456 + (3) 


这 是 些 关 于 原点 展开 的 实 变数 的 客 级 数 . 我 们 能 否 将 它 
们 “拓展 "成 复 变数 z 的 相应 函数 


22 2 2 


二 二 (4) 
, 2 25 2 
SINZ=2~ 3 t+- st (5) 
和 
2Z2 Z4 24 
c0S z=1— 可 + 有 一 6! ve ‘6) 


呢 ? 它 们 的 定义 域 是 什么 区 域 呢 ? 

为 了 回答 这 个 间 题 ， 我们 需要 先 介 绍 关 于 复数 项 级 
数 的 “收敛 "或 “绝对 收敛 "的 基本 概念 . 

设 《449 LS Zh 是 复数 序列 , 称 


2 十 za 十 … 十 ZU 十 …: (7) 
为 复数 级 数 ， 记 作 习 ze 或 习 z， 如果 存在 复数 8 ,对 于 


任 给 的 £>>0,， 存在 一 个 正 整数 N( 它 与 & 有关 ) ,使 得 当 
n>N 时 ， 
| BS -8 |<, 
则 称 级 数 (7) 是 收敛 的 ,其 和 为 S. 利用 实数 项 与 复数 项 
级 数 之 间 的 关系 ,以 及 实数 项 级 数 的 柯 西 收 全 原理 , 即 可 
得 到 复数 项 级 数 (7) 收 全 的 必要 上 且 充分 条 件 是 ;对 于 任 给 
的 2>0, 存 在 正 整 数 N( 与 & 有 关 ), 当 n>N 时 (p=1， 
2,3,..)， 
: [np + Zntat 7 + entp| < 

如 果 级 数 121 + 12s| 十 … 十 12:| +… 收 伍 , 则 称 复数 
项 级 数 (7) 绝 对 收敛. 

阿 贝 尔 (N. H. Abel) 定 理 如果 帮 级 数 


Dor (2 0 = 0 +0 (20) + az 0) + (8) 
在 2 天 4 点 收敛 ， 那 么 对 满足 1z-al<1l2 -al 的 任何 
z,(8) 不 仪 收敛 ,而 且 绝 对 收敛 . 


证 明 由 于 级 数 (8) 在 2 收敛 ,所 以 有 


lim og, (2, — 4)" =0., 
加 -十 0 


因此 ,存在 着 有 限 常 数 M, 使 得 la.(z:-a)" | sM,1= 
0,1,2,… .把 级 数 (8) 写 成 / 


oo 一“ ) ， 
前 一 站 


2 一 外 


i 


我 们 有 


i 
R| 四 nl , 之 一 全 

le ~—0)"| = 1a,(z, — 2)"| 2 
2 一 多 全 多 
<M Za ] = Mk”, 


其 中 p= | 2 | <1. 

由 于 级 数 之 MK 收敛 ， 级 数 (8) 在 满足 1z al < 
lz -al 的 任何 点 不 仅 收敛 ,而 且 绝 对 收 伍 ， 

根据 阿 贝 尔 定理 ,每 个 暴 级 数 (8) 都 有 一 个 最 大 的 收 
敛 圆 盘 |z 一 al< 民 , 当 1z -al <R 时 , 宕 级 数 (8) 绝 对 收 
人 敏 ; 当 1z- al>R 时 , 它 发 散 .这 个 及 , 称 为 (8) 的 收敛 半 
径 .〈8) 的 收敛 半径 可 以 用 达 朗 贝尔 (J LL. R. D’'Alem- 
bert) 法 则 或 柯 西 (人 A, 工 .Cauchy) 法 则 求 出 ， 如 轨 下 列 条 
件 之 一 成 立 ， 


t= 


oe 


: l= lim Vla,l, 


oo 


n+1 
|i? 
Wn 


l= Tm Va 即 lim sup | c， 1 


那么 , 当 0<1< + so 时 ， 级 数 (8) 的 收 伍 半 径 R= 卫 ; 当 


1=0 时 ,R= +co 当 1= +coe 时 ,R=0. 
根据 阿 贝尔 定理 ， 由 于 短 级 数 (1) (2) 和 (3) 在 正 实 
轴 的 每 一 点 都 收敛 的 ,因此 , 备 级 数 (4) (5) 和 (6) 在 整个 
平面 上 都 是 绝对 收 伍 的 ， 故 由 (4).(5) 和 (6) 所 定义 的 复 
指数 函数 和 复 三 角 函 数 , 在 全 平面 上 都 是 有 定义 的 . 
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指出 它们 之 间 的 关系 ,这 将 是 有 益处 的 ， 在 等 式 (4) 
中 ,以 议 代 z, 即 得 


te _ 一 ~ 
°° =1+17 -ar + 


将 无 因子 “ 引 的 各 项 和 有 因子 “说 各 项 分 别 集中 在 一 起 , 则 
得 


ee 


él* = 00S8 z+ oSinz, (9)y 
同 理 可 得 
| ee =C0Sz— ssinz. (10) 
公式 (9) 和 (10) 名 为 欧 拉 (L. Euler) 公 式 . 由 (9) 和 (10) 
解 出 cos z 和 sin z, 即 得 z 


cosz= (e+ ei1s), gin z = 站 (64 一 2 人) ， (11) 
非常 重要 的 是 ,指数 定律 对 于 复 变 数 仍然 成 立 ， 
prs = eta (12) 


我 们 从 定义 出 发 来 证 明 (12) :由 定义 


多 2 
ee (1+ + -去 + (+ 人 …)， 


我 们 把 级 数 逐 项 相 乘 ,并 将 所 得 之 项 写成 正方 形 : 


Z2 22 
ll+ 1 .+ | -T+ 1 .+ 
量 + 生生 于 + 生生 + 


类 囊 和 和 


我 们 把 在 同一 对 角 线 上 的 同 闫 项 集 合 在 一 起 "得 


21 2 人 ?21 2. 全 ， 
2 et i 名 )+( a + t+ 15) 
其 一 般 项 为 
2 Zi 2 21 Z2 29 
nl! ‘nm—1)! 1 (nn—2)! 21 二 n! 


二 


1/,，, nl | nl ,2 ， 
= t+ lien— 1)! “1 ‘ZT oT a -如 + 三) 
利用 牛顿 (INewton) 二 项 定理 ,这 一 般 项 化 为 2 二 ea 十 Za 


于 是 ,(13) 式 的 一 般 项 与 e ”的 一 般 项 一 致 . 这 就 证 明 
了 指数 定律 (12). 
利用 欧 拉 公 式 (9), 令 z=iy, 则 得 
et = 008 y+ LSiny. (14) 
特别 , 当 y=ZX 时 ,注意 到 cos X= -1、sinAx=0, 上 述 公 
式 变 成 
“一 一 于 
它 给 出 了 数 学 上 四 个 重要 的 数 ， e,TX,i 和 1 之 间 的 美 
妙 天 系 . 可 见 ,复数 的 引入 , 揭 藤 了 数学 中 表面 上 看 来 无 
关 的 部 分 的 和 谐 及 它们 之 间 意 想不到 的 联系 . 利用 指数 
定理 和 (14), 设 z=XxX+iy, 则 加 数 生 下 可 表 成 实 变 国 数 的 
有 限 形式 : z 
e* =e (COS y+ oSin yy). (15) 
上 面 所 得 到 的 公式 ,对 于 研究 函数 6 的 性 质 ， 就 非 
dat 由 于 e” 对 0, 而 且 (15) 式 中 的 cosy 和 siny 不 
能 同时 为 零 , 因 此 ,在 全 平面 上 上 申 数 e* 半 0. “外 ， 易 知 
二 e” 具有 周期 27i, 即 
10 
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利用 公式 (11)， 易 知 在 复数 域内 cosz 和 sinz 氏 具 有 周 
期 2xi, 且 正 弱 定 理 和 余弦 定理 皆 成 立 . 

在 这 里 要 着 重 指出 ,虽然 cos*z+ sin*z=1, 但 由 此 不 
能 推导 出 |cos z| 1, |sin zj <1. 因为 一 般 说 来 ，coS27 
及 sin’z 不 是 非 负 的 实数 .例如 当 z=2i 时 ， 上 两 个 不 等 
式 就 不 成 立 . 不仅 如 此 ， 甚 至 cos z 和 sin z 都 不 是 有 只 
的 .事实 上 , 取 2=iy, 令 一 +oo, 由 (11) 妈 得 


|eos 2%y| = =(¢ 二 2) 一 十 oo， 


1Sin sy| = RG 一 6 飞 ) 一 十 co。 


3. 解析 函数 的 一 般 概念 


一 个 能 表示 成 “无 穷 次 多 项 式 ”"( 或 称 “ 知 级 数 ”) 的 函 

数 , 称 为 < 解析” 函数 .每 个 这 样 的 函数 ， 能 对 复 值 进 行 计 

算 .值得 注意 的 是 ,大 多 数 在 纯粹 数学 和 数学 应 用 于 自然 

科学 上 有 兴趣 的 函数 ,都 是 解析 的 .所 以 , 复 分 析 ( 即 解析 

国 数 的 研究 ) 是 数学 的 中 心 部 分 ， 

设 1(z) 是 平面 区 域 G 上 的 复 值 函数 , 若 了 在 G 内 

任 一 点 ze 可 展开 成 客 级 数 ,就 是 说 , 若 存在 圭 级 数 

on(z 一 zo 

及 rf>0, 使 这 短 级 数 在 1z - zo1<r( 它 包含 在 区 域 G 内 ) 
内 绝对 收敛 , 且 当 1z- zol<r 时 

f (2) = Paz 一 Zo) 9 (15) 


人 


则 称 f(z) 在 区 域 G 上 是 解析 的 ， 并 称 f(z) ; 是 区 域 C 
上 的 解析 函数 . 

设备 级 数 Kz) = 2a,z" 的 收敛 半径 是 及 (这 里 
R>>0), 则 蕊 2z) 在 收敛 圆 域 {z:|z|<R》 内 任 一 点 可 展开 
成 关于 这 一 点 的 短 级 数 .事实 上 , 设 7r>0, 且 |zo| +7<R， 
则 对 于 lz 一 zo| <r, 有 


f(z)= p32 2” = os[zo+ (z 一 2o)]” 


= Pa, ba 2 (2 一 2)*, 


上 述 级 数 是 绝对 收敛 的 ,所 以 ,经 过 交换 求 和 次 序 后 ， 得 
到 

f(z) = D3 pt bo j 2 jc — 2Z0)*, 
它 在 圆 域 jz- zol| <r 内 是 绝对 收敛 的 . 

上 述 定 理 说 了 明 ，f(z) 在 其 收敛 圆 域 | sj<R (这 里 
R>>0) 内 是 解析 的 . 

如 果 存 在 点 Zz。 的 一 个 邻 域 ， 函 数 f(z) 在 这 邻 域内 
解析 ,我们 就 说 函数 f(z) 在 z 点 是 解析 的 .因此 , “f(z) 
在 区 域 G 内 解析 ”等 价 于 “f(z) 在 区 域 G 的 每 一 点 解 
析 ”. 可 见解 析 性 是 个 局 部 概念 . 


4。 函 数 的 可 微 性 


我 们 来 研究 复 变 函 数 的 微分 运算 . 

设 G 是 C 中 的 开 集 ,函数 大 G->C. 如 果 a 是 G 内 

的 一 个 点 ,我 们 说 f(z) 在 点 a 是 可 导 ( 或 可 微 ) 的 ， 是 指 
12 
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如 果 极 限 本 
]im f(z) ~—f(a) 
存在 . 这 个 极限 值 用 六 (a) 来 表示 ， 称 为 f 在 a 点 的 导 
数 . 即 对 于 任意 给 定 的 e>0, 存在 正 数 6 "使 得 当 0<|z 
-al<o 时 ， 
f (2) ~ f(a) ple 0) 


如 果 fz) 在 GG 内 点 点 可 导 ， 则 称 了 在 G 内 可 导 ， 
或 是 全 纯 的 . 

如 果 f 在 上 G 内 可 导 , 则 (a) 就 定义 了 一个 导 函 数 
了 了:G->C, 称 为 f 的 一 阶 导数 .如 果 f(z) 在 G 内 也 是 可 
导 的 , 则 称 f 在 GG 内 是 二 阶 可 导 的 , 记 此 导数 为 f(z); 
如 此 类 推 , 如 果 它 的 各 阶 导 函 数 都 是 可 导 的 ， 就 称 它 是 无 
穷 次 可 导 的 . 

在 这 里 ， 我 们 目 然 会 问 ， 如 果 12) 在 开 集 G 内 解 
析 : 那 么 了 是否 在 CG 内 可 导 呢 ?回答 是 肯定 的 ,而 且 在 
G 内 还 无 穷 次 可 导 . 它 主要 基于 下 述 定理 ， 


”定理 设 1(z)= Sa, (z—a)" 的 收 合 半 径 民 >0， 那么 
1” 对 于 每 个 K>1, 级 数 
nln— 1).……( 呈 十 8 一 1)Caz (17) 


的 收敛 半径 为 R; / 
” “2” 函数 了 在 |z-al<R 内 是 无 穷 次 可 导 的 ,并 
且 ， 对 于 所 有 的 K>1 及 |z-al<R,， f(z) 由 级 数 (17) 
给 出 ; | 
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3° w = Tf). (ié) 


证 明 不 妨 假定 a=0. 

1° 我 们 首先 注意 到 ,如 果 对 于 k=1, 1° 被 证 明了 ， 
那么 1° 在 k=2,3, … 时 也 将 随 之 成 立 ( 事 实 上 ，1° 在 
k=1 的 情形 应 用 到 级 数 Znasz"-: 上 ， 便 得 到 k=2 的 
情形 ) .我 们 已 知 R-: = lim supla,]”", 而 希望 证 明 R= 


lim suplnaujye .由 洛 必 达 法 则 ,lim 时 =0， 所 以 


nl | 


limn" 了 了 =]. 下面 证 明 
limsup|a, | ™r =BRE (19) 
设 (R-:= lim supla,|”， 那 么 R' 是 立 aze= 
a,sz" 的 收敛 半径 .注意 到 23a,41z"+4o= 习 ouz"， 所 


以 如 果 jzj<R' ， 那 么 lasz"| <<Jao| + 1z| 袜 los<co. 
这 就 给 出 R'<R. 如 果 |z|<R, 且 z 却 0, 那么 Sasz"| < 


co， Sos"l < Tr Don" + lol<oo ,所 以 R<RR' 
这 就 得 到 R= R’. 故 上 述 关系 (19) 是 成 立 的 .因此 , 不 难 
知道 

lim sup |na, | ™7 = lim nT lim sup PN 

2” 对 于 |z|<R, 设 8(2)= naw!,S.(z)= 
Zouz， R,(z) = 3 auzr， 固定 1z| <R 内 的 一 点 w; 辐 


4 


定 r， 使 得 |w| <r < 尺 . 我 们 要 证 明 记 (w) 存在 且 等 于 
g(w). 为 此 , 设 6>0 是 任意 的 , 只 要 使 得 {]z 一 w| <6) 
包含 在 {lz|<r) 中 . 设 |z~w|<6, 那 么 


Tg 
-| 这 号 — A,(1w) _ SC) | 
2 一 ww 
+ [LSC(2w) — 9 (20)] +| | (20) 
现在 z 
而 : 
2 = | 2 二 2200 十 十 22022 十 200 
因此 


BR,(z) — B,C(20) 
- & 一 人 


因为 "<R ,所 以 翌 |asjkr”! 收敛 ， 于 是 ， 对 于 任意 的 e 

> 0, 存 在 正 整数 N,, 使 得 当 >N: 和 |z-w|<6 时 ， 
| -和 一 Ce) Ha(w) < 二 

又 因 lm Sow) = gCw), 所 以 存在 正 整数 N,， 使 得 当 

n>>N, 时 |S‘(w) -g(w)| < 三. 设 n=max(Ni,N,) ,这 

时 我 们 可 选取 6>>0, 使 得 当 0<|z~-w|<6 时 ， 


Sa(2)—S,.(W) ev 
ow 4(20) < 了 


把 这 些 不 等 式 代入 (20) , 便 得 到 
f(z2)~f 0 


只 要 0<jz-Wj<6. 这 就 是 j(w) =g(w). 

3° 直接 计算 ， 我 们 得 到 f(0) = fo(0) = ao. 利用 
(17)( 当 a=0 时 ), 我 们 得 到 fo(07= kta,， 这 就 给 出 公 
式 (18). 

根据 上 述 定 理 ,可 得 ,如 果 函 数 f(z) 在 开 集 G 内 解 
析 , 那 么 f(z) 在 G 内 可 导 # 而 且 , 导 函数 f(z) 在 G 内 解 
析 , 甚 至 了 的 任意 下 阶 导 函 数 fo(z) 在 G 内 都 解析 . 

反之 ， 若 f(z) 在 开 集 G 内 可 导 ( 即 全 纯 ), f(z) 是 
否 在 G 内 解析 呢 ? 以 后 我 们 会 知道 , f 在 G 内 也 是 解析 
的 .因此 ,函数 的 解析 性 与 全 纯 性 是 等 价 的 . . 

设 G 是 C 中 开 集 , f:G->C. 如 果 在 G 内 存在 a 的 
某 个 邻 域 ,1(z) 在 这 个 邻 域内 可 导 ,我们 就 说 “在 G 内 
的 一 点 a 是 全 纯 的 ”. 如 果 f(z) 在 G 内 点 点 全 纯 , 则 称 j 
“在 G 内 是 全 纯 的 >. 

如 同 在 微 积 分 学 中 一 样 , 容易 知道 ， 在 G 内 全 纯 函 
数 的 和 及 乘积 仍 是 全 纯 函 数 .还 有 有， 如 果 f 了 和 g 在 G 内 
是 全 纯 的 , Ci: 是 和 内 的 点 集 ,8 在 C， 内 不 等 于 等 ， 那 


么 二 在 Gt 内 是 全 纯 的 . 


设 W = 所 2):C 一 (， 由 于 每 个 复数 z=%+iy 可 以 

用 平面 xOy 上 的 点 (x, ?) 来 表示 ， 而 复数 w=u+iv 

可 用 wOw 平面 {函数 平面 ) 上 的 点 表示 ,于 是 ， 从 几何 的 
1é 


g (1w) <, 


观点 看 , 复 变 函数 
2 = f(z) 
在 复数 平面 xOy 上 的 点 与 函数 平面 WOv 上 的 点 之 间 定 
义 了 一 个 对 应 关系 .换言之 , 复 变 函数 给 复数 平面 到 渭 数 
平面 建立 了 一 “映照 ”. 给 了 一 个 复 变 函数 ,这 就 是 说 ,在 
(x,y) 和 (uw, Vv) 之 闻 给 了 一 个 对 应 .因此 ,给 定 了 一 个 复 
变 函 数 , 和 给 定 两 个 函数 | 
=m, Y), vo=V(T, Y) 
是 等 价 的 . 据 此 ,显然 有 
w=Ut Vv =v Y) + 40(V, Y). z 
芯 如 说 , 若 W=2?= (XxX+iy)?= XxX? 一 yy 十 2ixy, 则 
w=uV, Yy) =2 -YYy, v=V(V, Y) = 20Y.- 

由 是 , 若 了 在 C 内 的 一 点 4 是 可 导 的 ， 则 当 z 在 a 
的 邻 域内 以 任何 路 径 7 趋 于 4 时 ,极限 
jim 了 (2) 一 (0) 
均 存在 , 且 此 极限 均等 于 jc) .特别 , 当 z 沿 着 水 平方 向 


趋 于 a, 那 末 此 极限 就 是 f(z) 关于 x 的 偏 导数 ,因此 ， 


f= Hi (21) 


Dr oy 
同 理 , 当 z 沿 着 垂直 方向 趋 于 4, 则 有 


由 是 , 若 1(z)=w(x,y)+iv(xX, 》) 在 开 集 C 内 可 
导 ,; 则 w(x, 3》) 和 V(x, 3) 在 内 处 处 可 微 ， 而 且 满足 
条 件 ， 
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了 


ous Y) ov(wm, Y) 
oy 四 On ” 


满足 两 个 方程 ， 是 函数 w=w+ivy 存在 导数 的 必要 
条 件 .原来 ,方程 组 (22) 不 仅 是 必要 的 ， 而 且 也 是 充分 条 
件 (假若 函数 上 和 vv 具有 全 微分 的 话 ) .条 件 (22) 叫 做 柯 
西 - 黎 曼 方 程 . 这 一 方程 组 给 出 了 复 变 函数 的 全 纯 性 质 和 
级 数论 与 数学 物理 问题 之 间 的 关系 ， 而 且 还 可 以 利用 它 
来 求 函 数 的 导数 . 

要 想 证 明了 图 数 W=e 可 导 ， 可 以 利用 柯 西 - 黎 曼 方 
程 .根据 公式 (15) ,对 包 =e 有 


9UL(O，2) 20(0，2) 
Ov ~ 9 ” 
(22) 


Ww = eC0S yy, V = eSin ys z 
将 这 两 个 函数 代入 (22) , 即 可 证 明 柯 西 - 黎 划 方程 成 立 ， 
这 函数 的 导数 ,我 们 可 以 根据 公式 (21) 算 出 .由 此 即 得 


dw _ 
下 一 


根据 公式 (11) ,容易 证 明 三 角 函 数 皆 可 导 , 而 且 ， 在 微 积 
分 中 所 常 遇 到 的 关于 这 些 函 数 的 导数 的 那些 公式 仍然 适 
用 . 


5。 对 数 函 数 Ln z 


知道 一 下 思 数 Ln z 的 性 质 ,对 我 们 来 说 是 非常 重要 
的 .正如 在 实数 域 中 一 样 , 若 


则 定义 对 数 函 数 Ww = Ln >z， 
1 


为 了 研究 Ln z, 我 们 把 复数 z 写成 三 角形 式 
z=7(C08 9 +% Sin gp)., 
利用 公式 (15) ,车 设 W=w+ 认 , 则 得 


Z=6" =e"(008 + Sin ov). 


将 所 得 的 关于 z 的 两 个 式 子 加 以 比较 , 即 得 


(os isin o oo 4 tain 0 ， 
由 于 ww 和 了 都 是 实数 , 则 由 上 述 第 一 个 关系 式 , 即 得 
w= Ln7, 
在 这 里 ,Lnr 是 实数 的 自然 对 数 的 普通 值 . 第 二 个 关系 
式 仅 当 
COS 4 = 008 0 ， Sin 0 =Sin 0 
时 成 立 ,而 对 于 这 等 式 ,V 与 9 只 能 相差 27 的 整 倍数 ， 
v=9+ 2nnr, 
但 对 于 任何 整数 值 n, 第 二 关系 式 均 成 立 . 于 是 所 得 的 关 
于 ww 和” 的 式 子 ,我 们 有 
w= Lnz=ln7+i(g+ 2nn). (23) 

公式 (23) 对 于 所 有 异 于 零 的 复数 值 z 定义 了 函数 Ln z， 
它 包 含有 一 个 任意 的 整数 n. 这 就 是 说 ，Ln z 是 一 个 多 
值 函 数 : 对 于 任意 固定 的 一 个 到, 我们 就 得 到 了 函数 Ln z 
的 一 个 可 能 的 值 . 

但 Ln z 的 不 同 值 相互 间 是 有 机 地 联系 着 的 . 事实 
上 ， 比 如 说 ， 我 们 在 点 zo = roeio 辕 定 n= 0， 其 对 应 值 
Wo = nrot+igo. 设 C 是 一 条 通过 z。 点 并 包围 座 标 原点 
的 财 曲 线 ( 图 7). 我 们 现在 假定 z 点 沿 C 依 逆 时 针 方 向 
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连续 变动 . 当 z 移动 时 , 辐 角 9 
将 连续 增加 , r 将 连续 改变 , 当 
ZzZ 点 经 过 了 整个 闭 曲 线 时 ，9 
即 增 大 2z ,而 ” 没有 改变 . 因 
| z 此 当 点 zZ 从 2 点 出 发 治 C 曲 
图 7 线 依 逆 时 针 方向 连续 移动 一 周 
回 到 z。 点 时 ,就 得 到 了 另外 一 个 函数 值 
ln +o+ So + 27). 

这 证 明了 函数 的 任意 一 个 值 可 以 连续 地 变 到 另 一 个 
值 ,为 此 ,就 必须 让 z 点 绕 座 标 轴 原 点 连续 地 转 过 必要 的 
圈 数 . 点 z= 0 叫做 函数 Ln z 的 支点 ,确切 地 说 , 称 为 对 
数 支点 . 

假如 我 们 希望 只 限于 讨论 函数 Ln z 的 一 个 单 值 支 ， 
我 们 就 必须 禁止 z 点 绕 包 围 原点 z=0 的 闭 曲 线 移动 . 
为 此 ， 只 需 从 座 标 原点 向 无 限 远 点 引 一 条 连续 的 车 当 曲 
线 , 然 后 禁止 越过 这 条 上 曲线 即 可 (这 条 曲线 叫做 割 线 ). 假 
若 z 在 一 张 具 有 制 线 的 平面 上 变动 ， 则 已 经 不 可 能 从 
Ln zz 的 一 个 值 变 到 另 一 个 值 ,因而 当 我 们 从 对 数 在 某 一 
点 zo 的 一 个 固定 的 值 出 发 时 ,我 们 在 每 一 点 只 能 得 到 一 
个 对 数值 ， 这样 分 离 出 来 的 函数 Ln z 叫做 它 的 一 个 单 
值 连续 分 支 ,简称 一 单 值 支 . 

比如 说 , 假如 我 们 将 z- 平 面 沿 负 实 轴 荐 开 ， 我 们 就 
得 了 Ln z 的 一 支 , 它 的 辐 角 只 限于 在 范围 

《286 一 1r<D<(28+T1) 
内 变动 ,这 里 的 是 任 一 整数 ， 
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当 我 们 只 考虑 对 数 函 数 的 一 个 单 值 支 时 ,我们 可 以 
来 研究 它 的 导数 . 设 
r= V+ , 9 = are tig, 
容易 证 明 Ln z 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 条 件 ， 而 它 的 导数 可 
根据 公式 (21) 计 算 ,得 


dLnz 1 
dz 2%: 


我 们 特别 要 指出 的 , Lnz 的 导数 已 经 是 一 单 值 函 数 


二 、 复 积分 柯 西 积分 公式 及 其 推论 


1。 复 变 函 数 的 积分 


对 于 解析 函数 的 性 质 的 研究 ， 复 
变 函 数 的 积分 这 一 概念 起 痢 最 为 重要 
的 作用 . 复 变 项 数 沿 曲 线 求 积分 这 一 
概念 ， 相 当 于 实 变 函 数 中 的 定 积 分 这 
一 概念 . 
设 C 是 连接 端点 0 和 b 的 弧 线 ， 8 
函数 f(z) 在 C 的 某 个 邻 域 有 定义 . 我 们 将 弧 C 用 操 

C&=Zo Lis “sg Yn=0 


分 成 一 些小 的 部 分 ,然后 来 考虑 和 数 
8 = Bf) (Zp — Zp—3), 


2 


假如 函数 f(z) 在 C 的 某 邻 域内 连续 , 而 C 是 一 有 
长 弧 线 , 则 如 同 实 变 函 数 的 定 积分 一 样 ,我 们 可 以 类 似 地 
证 明 , 在 将 分 点 的 数目 1 增 大 ,使 得 相 邻 两 个 分 点 之 间 的 
距离 趋 于 零 时 , 和 数 S 有 一 个 完全 确定 的 极限 .这 极限 
叫做 “了 沿 弧 线 C 的 积分 ”, 记 为 

| fz) dg, 

我 们 要 注意 ,在 定义 上 述 复 积分 时 ， 我 们 实际 上 已 经 选 定 
了 CC 的 始点 和 终点 , 换言之， 我 们 已 经 选 定 了 沿 曲 线 C 
积分 的 方 回 . 

根据 上 述 的 积分 的 定义 ， 我 们 容易 证 明 下 列 一 些 简 
单 的 积分 性 质 ， 

1” 两 图 数 和 的 积分 ,等 于 被 加 函数 的 积分 和 ， 

| rr) +g(z)]dz= | f lz)de+ | ga. 
2” 常数 因子 可 以 拿 到 积分 符号 之 外 ， 
|, Af (zydz =A4 | fewa. 
3” 在 弧 (5 是 绝 Ci 和 Cs, 之 和 , 则 
| fa = | f(a + | faz. 
4” 若 C 是 弧 C 按 反 方向 所 取 的 弧 , 则 
| f(s)ae= -| fede. 

所 有 这 些 性 质 , 对 于 和 数 S 来 说 组 很 显然 ， 而 对 于 
积分 来 说 , 则 可 从 取 极 限 得 出 . 

5” 若 弧 (上 之 长 等 于 工 ， 而 且 在 狐 C 上 有 不 等 式 
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f(z)| <M, 则 
| fo)ae| < 


我 们 来 证 明 这 一 性 质 . 由 于 对 C 上 的 任 一 组 分 点 
组 : Zo = a, 2Z1,… ,= 了 b, 对 和 数 S 有 下 列 不 等 式 
IS| = | Sf (zp) (zn — Zp) | 
So fe) | sm ze | SMI ZZ MLE. 
当 max|z 一 Z_1|->0 时 , 第 二 因子 的 和 数 ， 表 示 内 接 于 
法 C 且 以 为 顶点 的 折线 各 段 之 长 的 和 , 趋 于 极限 工 
因此 


ra 
全 纯 函 数论 的 重要 事实 ,就 是 下 面 的 柯 西 积分 定理 . 
设 C 是 一 单 连通 区 域 , f(z) 在 C 内 可 导 ， 则 对 G 
内 任 一 简单 闭 曲线 C ,我 们 有 
| reom=o (24) 
耕 义 假定 导 团 数 f(z) 在 C 内 连续 , 则 易 知 定理 是 
成 立 的 .事实 上 , 设 f(z) 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 4CX，?)、 


V(x, 7), 则 它们 在 G 内 是 连续 可 微 的 ， 而 且 满足 柯 西 - 
黎 曼 方程 


<xu| dz| = ME. 
全 


2 
on 9， ayg ar， 


于 是 ,由 
| fea = | wes, ya — vv, Way+i| oo, 2)am + um, ydy 
和 格林 公式 ,我 们 有 
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ee Re 
其 中 D 表示 由 C 所 围 成 的 内 部 区 域 . 
由 上 述 定 理 可 知 , 设 zo。 和 z 是 G 内 任意 两 点 , 则 沿 
区 域内 连接 z。 和 z 的 任何 弧 所 取 的 积分 值 , 即 内 与 端点 
zo 和 2 有 关 , 而 与 连接 2o 和 和 Zz 的 积分 路 径 无 关 . 因此 , 若 
固定 %, 则 


ron -| fb 


只 与 z 点 有 关 . 函 数 F(z) 叫做 jz) 的 不 定 积分 . 
f(z) 的 不 定 积分 具有 导数 F'(z), 且 F'(z)=f(z). 


2。 柯 西 积分 公式 


由 上 述 积分 定理 ,我 们 可 以 建立 下 述 柯 西 积分 公式 


1 (AS) 
1(2) = 27¢ a (25) 


其 中 C 是 单 连通 区 域 G 内 任 一 闭 曲线 ,而 且 如 不 特别 
声明 它 总 是 依 逆 时 针 方 向 所 引 的 一 条 闭 围 道 . 

这 个 公式 把 可 导 函 数 在 闭 围 道 内 的 函数 值 用 函数 在 
围 道上 的 值 表示 出 来 . 这 是 
一 个 极其 重要 的 公式 ， 是 研 
; 究 复 变 函 数论 的 一 个 基本 工 
具 ， 

我 们 现在 来 证 明 这 一 公 
式 , 设 z 固定 , 6 是 自 变数 . 
国 9 令 积 分 号 下 的 被 积 函 数 为 ” 
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， ft 
PE) = Pz 


它 在 C 内 不 是 可 导 的 ， 因此 ， 我 们 不 能 直接 把 柯 西 积分 
定理 应 用 到 p(e) 上 . 

设 Kp 表示 圆周 |6 一 z| = Pp, 它 包含 在 C 内 , 我 们 将 
证 明 

| 4 (26) 

设 绝 ?位 于 C 内 , 联 C 上 的 点 CC 和 天 o 上 的 点 bp; 
y+ 和 ?7; 分 别 表 示 位 于 7 两 侧 且 在 C 内 的 弧 线 , 当 E 一 0 
时 ， 它 们 皆 趋 于 极限 弧 线 7?; K: 表示 Kp 除去 与 阴影 条 
， 形 相交 的 弧 段 ，Cs 表示 C 除去 与 阴影 条 形 相交 的 弧 段 . 
显然 , 当 E->0 时 , KK;->K,p, Cs 一 C .如 图 9 所 示 , Cs+ Ys 
+KK; +y; 构成 一 条 G 内 的 闭 曲 线 ， 在 此 曲线 的 内 部 
p(6) 是 可 导 的 . 据 柯 西 积分 定理 ,我 们 有 


(中 | + 中 | jp 性 =0， 

令 es~0, 由 于 ?71 和 77》 和 ,K;->Kp, 即 得 
Pra ph, WL. 
故 (26) 式 成 立 . z 

由 是 ,我 们 只 要 证 明 

lim Prd = 2zi 7(z) 

就 行 了 .为 此 , 令 

中 g(t dl = 中 fC) a 


J gd d 


2 
Ep Fz (27) 
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我 们 先 计算 第 二 项 .在 贺 周 及。 上， 
t=z+p(cos 0 +isin0). 
注意 到 z 与 0 都 是 常数 ,我 们 即 得 
d=p(~sinO+ic0s0)ad0 =ip(c0s 0 + isin Oa. 
CL—-z=p(c0s 0 +isin 0). 


人 -化 _ -中 2C0 = 2%%., 
go C—% 4 县 p 


现在 我 们 证 明 (27) 中 第 一 加 项 当 p->0 时 其 极 限 值 
为 零 . 事实 上 ,由 于 了 在 z 点 是 可 导 的 , 因此 , 当 p 充分 
小 时 ， 


故 得 


| [<u. 


于 是 ,利用 积分 性 质 5° , 便 有 
9 Ral <uf al =xwMp—>0 
( 当 p 一 0 时 )。 
至 此 ,我们 证 明了 柯 西 公式 . 


3。 将 可 守 函 数 展 成 带 级 数 


利用 柯 西 积分 公式 (25), 即 可 证 明 可 导 复 变 沙 数 的 
两 个 性 质 . 

1” 任何 复 变 函数 ， 若 它 在 区 域 G 内 具有 一 阶 导 
数 , 则 它 也 具有 各 阶 导 数 . 

事实 上 ,由 柯 西 积分 公式 ;对 C 内 的 z， 


f(z) -7 7 dé, 


26 


由 于 积分 号 下 的 函数 关于 2 是 可 导 的 , 因 之 ,交换 积分 和 
求 导 的 次 序 , 则 得 


,ss__1 fC) 
f (2) = HT o (CLC-z)? oa. 


在 积分 号 下 的 函数 又 是 关于 z 是 可 导 的 ,因此 , 同 理 可 得 


,sl1.2[f fC) 
f (2) = FF 0 (C—2)’ dc. 


余 此 类 推 ,我 们 即 得 到 一 般 公式 
f(z) = ou | a » 
其 中 n=1,2,3,…. 
2” 车 fz) 在 开 集 C 内 可 导 , 则 对 信 内 任何 一 点 


(27) 


a, 有 和 帘 级 数 展开 式 
1 
f(z)=f(a) + 人 (z— a) + a) +. 
FE AMA 人 (28) 


其 级 数 的 收 化 半径 R。>dist(a, 3G)，3G 表示 G 的 边 
界 . 

这 定理 说 明 , 若 他 z) 在 开 集 C 内 可 导 ， 则 f(z) 在 
G 内 解析 .可 见 f(z) 在 开 集 G 内 解析 与 可 导 是 等 价 的 . 

我 们 来 证 明 这 定理 .由 于 a 是 C 的 内 点 , 则 

dist(a, oG0) = inf |z ~a|>0. 
今 Cp 表示 圆周 ; |z- al = Pp 过 dist(a ,32G). 由 柯 西 积分 公 
式 , 对 Cp 内 的 点 子 , 有 
jw A 


20¢ Jo 《一 :5 (29) 
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记 56-z= (6~a)~(z 一 0), 则 得 


CT 1 1 | 
EC 
(24) 
因 2z 在 圆周 Cy 之 内 ,而 6 位 于 Cp 上 ，, 故 得 
之 一 民 
Es |< 


因 之 ,根据 几何 级 数 公 式 , 有 


(Ee 


一 你 


而 右边 级 数 是 收敛 的 .将 它们 代入 (29), 则 得 


f(z2) = | | 十 (2 一 Cg) ss 十 ,vs。 


+ (2— 2)" ps + 
交换 积分 与 求 和 的 次 序 ( 我 们 可 以 严格 地 证 明 这 种 交换 


次 序 的 合理 性 ), 于 是 ,我 们 有 
/10 = Hat S| f(D 


2rry Jo, 《一 2 2 Jo, (¢-—a» 
,2-4)" f (Od 
27% | Ca 
= Dan(z ~ a)", 
其 中 
1 fe 
9nd 0o, (¢— Za” 
利用 公式 (27) , 即 得 


gn = f(g), 其 中 %n=0,1,2,.…. 《30) 
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故 展 式 (28) 对 G 内 任何 一 点 成 立 , 而 且 其 帘 级 数 在 
z-al<p<dist(a, 2G) 内 收 仑 . 


4。 整 函数 与 亚 纯 函 数 


如 果 通 数 f(z) 在 全 平面 上 解析 ， 那 么 就 称 为 整 本 
数 .这 时 ,在 |z|<+o 内 ,f(z) 可 用 一 个 攻 级 数 来 表示 ， 
这 圭 级 数 对 于 一 切 z (这 里 |z|<~) 都 收敛 . 阁 我 们 讨论 
在 坐标 原点 的 展开 式 , 则 整 函数 可 以 表示 如 下 

f(2) = Qo0+ ot 2 + + Ane + (31) 
车 在 这 级 数 中 ， 从 某 一 项 开始 ， 其 往 后 的 所 有 系数 都 为 
等 ， 则 这 函数 就 是 一 个 多 项 式 ， 
D2) = Co 十 0 十 十 Cr2 。 

假 车 在 展开 式 中 有 无 限 多 项 系数 异 于 零 ， 则 称 此 种 整 饥 
数 为 超越 整 函 数 .公式 (4)、《5) 和 (6) 中 所 给 出 的 6',sin z 
和 cos z 就 是 超越 整 函 数 . 

关于 整 函 数 , 有 下 列 重要 的 刘 维 尔 定理 ,有 界 整 峭 数 
一 定 恒 等 于 常数 . 

事实 上 ,由 公式 (30).(27) 及 | 有 |<M 有 界 , 即 得 (31) 
中 的 系数 : 


ao。 | < 三 1 (0) | < 一 0 ( 当 B09 时 ). 


由 刘 维 尔 定理 可 以 证 明代 数 基本 定理 ,任何 n 次 代 
数 方程 (这 里 > 1) 至 少 有 一 个 根 . 
我 们 来 证 明 这 个 定理 . 设 
已 (2z) = 2" + On iZ "1+ +o=0 (其 中 a 下 0) 
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是 个 代数 方程 ,我 们 要 证 明 整 函数 P(z) 至 少 有 一 个 寒 
点, 即 P(z) 在 这 一 点 为 零 . 今 用 反 证 法 .假定 P(z) 没有 


零点 ， 那么 五 P5 也 是 一 个 整 函 数 .因为 


[|P(z)| = |z" (w+ + 十 … 十 8 
人 __ | | ,i |ao | 
> |2| (le [z| “ ee) 
(其 中 z%0) 
所 以 ,我 们 有 
。 ， 1 
lim 1P(z)| = +co， lim Piz) =0, 


因而 zy 在 全 平面 有 界 ， 于 是 ,根据 刘 维尔 定理 ,7z 


恒 等 于 等 ,与 所 设 相 矛 盾 , 这 就 让 明了 P(z) 至 少 有 一 个 
零点 . 

如 果 函 数 作 z) 在 开 复 平面 上 除 有 极点 (即使 得 f(z) 
成 为 无穷 大 的 点 ) 之 外 ， 到 处 和 解析， 那么 称 f(z) 为 一 个 


亚 纯 函 数 . 亚 纯 函数 是 整 函数 的 推广 , 它 可 能 有 无 穷 多 个 


极点 ， 例 如 <- 是 一 个 亚 纯 函 数 ; 又 如 


也 属于 亚 纯 函数 ， 
设 f(z) 在 点 4 的 菜 个 空心 邻 域 0<lz- al<R (这 
里 0<R< oo) 内 解析 ,又 车 lim(z -a)"f(z) 存 在 , 则 称 点 
a 是 了 的 m 阶 极点 .在 这 种 点 的 附近 ,函数 fz) 当然 不 
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可 能 展 成 关于 a 的 宪 级 数 ,但 是 ,在 这 点 的 附近 却 可 以 表 
示 成 一 个 含有 (z 4) 的 m 项 负 方 次 的 客 级 数 


f (7) = mt 


(a) ZzZ—& 


+ OOz2-0) + +O (2-20) + (32) 
函数 在 点 a 不 具有 解析 性 是 由 于 在 展开 式 (32) 中 具有 
(z 一 4) 的 负 方 次 的 诸 项 所 造成 的 ,因此 , 称 


Cn .0 
(zZ—a@)” z—& 


为 展开 式 (32) 的 主要 部 分 ， 因 为 它 描述 出 亚 纯 函 数 在 接 
近 孤 立 奇 点 4 时 的 情况 . 亚 纯 函数 在 奇 点 附近 变化 情况 
的 特点 ,由 它 的 主要 部 分 所 决定 . 在 许多 情形 下 , 当 我 们 
知道 一 个 亚 纯 函 数 在 它 的 所 有 可 点 的 附近 的 展开 式 的 主 
要 部 分 之 后 ,就 可 把 这 蚊 数 构造 出 来 . 比如 说 ,假若 函数 
f(z) 为 有 理子 数 , 且 在 无 限 远 点 为 零 , 据 刘 维 尔 定理 , 则 
此 函数 即 等 于 它 在 所 有 极点 附近 的 展开 式 的 主要 部 分 之 
和 ;又 ,对 有 理 函 数 来 说 ,极点 的 数目 是 有 限 的 ,因此 


f (2) = 了 Gm+ 二 一 : | 


(2 CD 之 一 Cr 


在 一 般 情 况 下 ， 有 理 函 数 可 以 表示 成 它 的 各 主要 部 分 以 


_ Pl(z) 
f(z)= Q(z) 
Cm Ca LO om 
- 习 Cm Zo | Co+Oz+ 十 Coz 
(33) 
其 中 P(z) 和 Q(z) 都 多 项 式 . z 
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《33/) 式 给 出 了 有 理 冰 数 的 表示 式 ( 或 构造 式 ), 奇 点 
在 函数 构造 上 所 起 的 作用 ,表现 得 很 清楚 .在 有 理 函 数 的 
各 种 各 样 的 应 用 中 ,(33) 式 这 样 的 构造 式 用 起 来 很 方便 ， 
而 且 在 说 明光 数 的 奇 点 如 何 决 定 整 个 函数 的 结构 时 ， 它 
很 有 益处 . 看 起 来 ， 所 有 的 亚 纯 函数 也 正如 有 理 函 数 一 
样 , 可 以 就 它 在 各 极点 的 主要 部 分 来 构造 . 比如 ctg z, 它 
的 极点 就 是 sinz =0 的 零点 ， 即 


:， — KAx,.…, HX,0, NA,.…, KT, 
我 们 可 以 证 明 ,基数 ctg z 在 极点 z=k7A 人 处 的 主要 部 分 为 
一 其 中 b=0,+1, ++2,…， 


而 函数 ctg z 即 等 于 各 极点 的 主要 部 分 之 和 


ctg z= 一 + Dat + (34) 

亚 纯 函 数 按 主要 部 分 展 成 级 数 的 表示 式 之 所 以 重 
要 ， 是 因为 在 这 种 表示 式 中 ， 了 图 数 的 奇 点 已 经 清楚 地 表 
出 ， 而 且 这 样 的 解析 表示 还 可 以 使 我 们 算出 在 全 平面 上 
使 函数 具有 定义 的 诸 点 的 函数 值 . 

在 研究 分 析 中 许 许多 多 重要 的 函数 类 时 ， 亚 纯 函 数 
理论 是 非常 重要 的 .特别 如 积分 方程 论 的 建立 ,很 大 程度 
上 上 有赖 于 亚 纯 函 数论 中 的 基本 命题 .另外 , 像 泛 函 分 析 中 
算 子 理论 的 发 展 , 仍 常 有 赖 于 解析 函数 论 中 的 一 些 事实 . 


5. 函数 的 解析 表示 


上 面 我 们 讨论 了 整 函数 和 亚 纯 函 数 在 其 定义 区 域内 
的 解析 表示 .假若 函数 不 是 整 函 数 , 则 函数 的 震级 数 展开 
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只 在 某 一 圆 内 收敛 ， 这 圆 的 圆周 经 过 与 圆心 最 近 的 函数 
的 奇 点 .由 是 ,这 种 级 数 就 不 可 能 在 所 有 使 函数 有 定义 的 
点 丝 能 算出 其 函数 值 .因而 ,这 解析 函数 就 不 可 能 在 它 的 
全 部 定义 域 之 内 用 一 个 宪 级 数 来 表示 . 于 是 当 我 们 在 一 
个 不 是 圆 形 的 区 域内 研究 函数 时 ,我 们 就 遇 到 一 个 问题 ， 
是 否 能 找到 图 数 的 一 个 解析 表示 ， 使 得 它 适 于 在 函数 的 
整个 定义 域 之 内 表示 函数 .回答 是 肯定 的 .我 们 所 提出 的 
问题 的 一 般 答 案 , 可 由 下 面 的 定理 给 出 : 

设 f(z) 是 边界 由 一 条 曲线 所 做 成 的 区 域内 的 解析 
级 数 , 则 它 可 以 展开 成 多 项 式 级 数 

f(z2) = Po(z) 二 2) 十 二 2) 十 

上 定理 只 一 般 地 指出 了 f(z) 在 其 定义 域内 可 用 多 
项 式 级 数 来 表示 的 可 能 性 (或 存在 性 ), 但 是 这 定 理 还 不 
能 使 我 们 根据 它 具 体 构 造 出 函数 的 多 项 式 级 数 . 关于 根 
据 所 给 的 函数 (或 它 的 某 些 性 质 ) 构 造 出 多 项 式 级 数 的 问 
题 ， 造 出 收敛 最 快 的 级 数 以 及 与 该 函数 变化 情况 的 特点 
密切 相关 的 级 数 问题 ， 以 及 根据 已 经 给 定 的 用 来 表示 函 
数 的 多 项 式 级 数 以 研究 函数 的 构造 的 问题 ,等 等 ,就 构成 
了 用 多 项 式 和 逼近 函数 的 “ 通 近 理论 , 它 也 是 数学 的 一 个 
重要 分 文 . 
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三 、 唯 一 性 和 解析 延 拓 


1。 和 解析 函数 的 叭 一 性 


解析 遂 数 的 最 重要 性 质 之 一 ,是 它 的 唯一 性 . 

假定 f(z) 和 g(?) 是 区 域 G 上 的 两 个 解析 消 数 ,{z,) 
是 G 内 彼此 不 同 的 点 列 (EK=1,2,3,…)， 若 点 列 {2%) 
的 聚 点 Zzo6C, 且 

fz) = ge), . (k= 1,2,3,...) 
则 在 GG 内 
f(z)=g(2). 

证 明 令 P(z)=f(z)-g(2), 则 F(z) 在 GG 内 解 

析 , 且 F(z)=0( 其 中 =1,2,…). 因 为 imz,=z%€G， 


由 下 在 z。 的 连续 性 可 知 F(zo)=0， 可 见 zo 是 F(z) 
的 零点 . 但 是 F(z) 在 ze 的 邻 域内 恒 等 于 零 的 充 要 条 件 
是 ,对 于 一 切 正 整 数 4>0，Fco”(zo) = 0， 这 表明 非常 数 
函数 F(z) 在 zo 的 零点 应 是 孤立 的 . 既然 ze 是 F(z) 的 
非 孤 立 零点 ,因此 在 G 内 必 存 在 zx 的 某 一 邻 域 ,使 得 在 
这 一 邻 域 上 F(z)=0. 由 是 ,在 G 内 必 有 F(z)=0. 事实 
上 , 记 G@: 为 C 内 这 种 点 的 集合 ， 在 它 的 每 一 点 均 存在 
G 内 的 一 个 邻 域 ,F 在 这 邻 域 上 便 等 于 零 ， 令 G: = GG、 
Gi, 只 需 证 明 Gs 是 空 集 即 可 .由 Gi 的 定义 ,可 知 Gi 是 
开 集 ;又 因 
34 


G, = {z1:z1€G, 存 在 z 的 邻 域 0(z,) 使 得 了 F(z) 关 0)， 
由 非常 数 解析 函数 零点 的 孤立 性 ,可 知 Gs 也 是 开 集 , 显 
然 GjNGs= 名 ，G = GiUG,. 据 假设 Zo€G1, 所 以 Gi 是 
非 空 的 , 则 必 Gs, = 弛 (不 然 ,， 与 C 是 连通 性 矛盾 ). 于 是 
C=Ci, 即 F(Cz) 在 C 内 恒 等 于 零 . 

现在 我 们 看 到 ,对 于 在 区 域内 处 处 可 导 的 复 变 函数 ， 
它 具 有 这 样 好 的 性 质 ， 以 致 在 G 内 有 至 点 的 点 列 {Zi€ 
G} 上 的 函数 值 决 定 了 整个 区 域 G 上 的 驮 数值 . 这 是 解 
析 通 数 所 具有 的 又 一 特性 . 

我 们 知道 ,在 实 变 函 数 范围 内 ,函数 的 可 导 性 并 没有 
这 种 类 似 的 性 质 . 事 实 上 ,我 们 可 以 造 出 几 个 函数 ， 它 们 
可 微分 任意 多 次 ,在 实 轴 Ox 的 某 一 区 闻 内 相同 ,而 在 其 
它 的 点 则 不 相等 . 例如 当 x 取 负 值 时 等 于 零 的 函数 可 以 
这 样 定 义 , 使 得 它 当 x 取 正 值 时 异 于 零 , 且 有 任意 次 的 连 
续 导 数 . 比 如 说 , 当 x>0 时 , 令 Xx)=e ” 即 可 做 到 这 


2. 解析 延 丘 与 完全 解析 函数 


在 定义 复 变 函数 时 ， 函 数 的 定义 域 常 为 定义 图 数 的 
方法 所 限制 .比如 , 设 函 数 由 级 数 
f(z)=1+2 + + + , (35) 
所 定义 .我 们 知道 , 这 级 数 的 收敛 半 名 为 1， 它 在 单位 加 
内 收敛 ,而 在 圆 外 发 散 .因此 ， 由 (35) 所 定义 的 解析 函数 
只 在 这 单位 圆 内 有 定义 . 另 一 方面 ， 级 数 在 圆 |z|<1 的 
和 可 表示 成 : : 
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f (2) = 让- (36) 


上 述 函 数 对 于 任何 值 z 夫 1 都 有 定义 .根据 唯一 性 定 
理 , (36) 式 给 出 了 唯一 在 六 |z| <1 内 与 级 数 (35) 之 和 相 
等 的 解析 函数 .于 是 ,原先 只 在 单位 圆 内 有 定义 的 函数 ， 
我 们 已 经 把 它 拓展 到 全 平面 ，z= 1 是 它 的 极点 

设 f(z) 是 某 一 区 域 D 内 的 解析 函数 ， 如 果 存 在 另 
一 个 解析 函数 F(z), 其 定义 域 A 包含 有 D, 且 在 卫 内 
F(z) =f(z)， 根 据 唯一 性 定理 ，F(z) 在 A 内 的 值 是 由 
f 所 唯一 决定 的 . 我 们 称 F(z) 为 f(z) 的 解析 延 打 . 一 个 
解析 函数 ， 若 不 能 再 解析 延 拓 到 这 域 的 外 面 去 ， 这 样 的 
函数 我 们 称 为 完全 解析 函数 ,其 定义 域 称 为 完全 定义 域 . 
我 们 知道 ,平面 上 的 整 函数 是 完全 函数 , 亚 纯 函数 也 是 完 
全 函数 , 它 除了 它 的 极点 之 外 处 处 有 定义 .但 也 存在 着 解 
析 画 数 , 其 完全 定义 域 是 一 个 有 界 区 域 .比如 ,函数 


让 (zz) =&% 十 22 十 2 二 2 十 “=D 
的 收敛 半径 是 1, 我们 不 难 证 明 , 单 位 圆 域 |z|<1 就 是 它 
的 完全 定义 域 . 
现在 我 们 以 对 数 函 数 


Lnz=lnr+ip 
为 例 ， 说 明 它 是 完全 解析 郴 
数 . 在 这 里 ,r=|2|, pp =arg 2Z. 
假若 在 z 平面 上 的 某 一 点 zo = 
ro(cos go+ tsin go), 其 函数 的 
初 值 为 
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(Lnzo)o= ln ?7o + po, 
那么 , 当 z 点 沿 某 一 曲线 C 移动 时 ， 我 们 的 解析 函数 就 
可 以 连续 不 断 地 解析 延 拓 下 去 ,正如 以 前 所 说 过 , 当 z 从 
zo 出 发 沿 闭 曲线 C 移动 一 周 回 到 Zz。 时 ， 此 时 的 函数 值 
为 
(ELnzo);= In7, + spo + 27). 
假若 z 从 zo 出 发 描 过 这 闭 曲 线 n 次 时 ,所 得 到 的 函数 值 
为 
(Lnzo), = ln 7o+ i(@o + 2n7). 
假若 z 从 z。 出 发 按 顺 时 针 方 向 扒 过 闭 曲 线 Cn 次 时 ,我 
们 所 得 到 的 值 为 
(nzo)_。= In 7 +%(9o— 2n7). 
上 述 论证 说 明 ， 由 这 样 解析 延 拓 所 得 到 的 消 数 为 完 
全 函数 ,其 完全 定义 域 是 “无 限 层 "的 复 平面 ,但 原点 和 无 
穷 远 点 处 是 一 层 的 . 
再 讨论 一 个 例子 . 令 
w= NA/ 2. 
如 同上 面 一 样 ,可 以 指出 ,这 函数 也 是 多 值 的 ， 且 取 n 个 
信 ， 
AL 人 (cos E+ sin 和 )， 


-一 十 27 。 十 2 
~ 让 (eus 人 二“ 十 名 sin2 tT) 
n n 


归 昌 革 哮 刘 是 3 


Vr (eos tT sing tn 7 2 
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假若 我 们 从 函数 的 一 个 值 
Wo 一 ANY (eos ge os singe) 


出 发 ,并 绕 一 条 包围 坐标 原点 的 闭 曲 线 移动 ,我 们 就 可 得 
到 函数 所 有 不 同 的 值 , 因为 每 绕 原 点 一 周 ， 角 9 即 增加 
27. 
绕 闭 曲线 移动 (n 一 1) 次 , 则 从 Wz 的 第 一 个 值 出 发 ， 
我 们 就 得 到 了 它 的 (n 一 1) 个 其 余 的 值 . 绕 曲 线 移动 次 ， 
则 得 根 值 
AN/2o = MATo (cos PT 二 Zr tisinget er) 


= To (eos fos ne) 


即 又 回 到 了 出 发 时 所 取 的 值 . 
土 述 论证 说 明 ， 尽 z 函数 的 完全 定义 域 是 “n 层 ” 的 
复 平面 ,但 原点 和 无 穷 远 点 是 “一 层 " 的 . 


3。 多 值 函 数 的 黎 曼 面 


如 上 面 所 述 ， 多 值 函数 Lnz 和 以 z 的 值 域 是 复 平 
面 ,而 其 完全 定义 域 是 “无 限 多 层 " 或 “有 限 层 ”, 但 原点 和 
无 穷 远 点 只 有 “一 层 的 复 平 面 . 德国 数学 家 黎 曼 (G. 下. 
B. Riemann) 为 了 使 多 值 函 数 的 值 域 与 其 完全 定义 区 域 
之 间 建 立 一 对 一 的 对 应 关系 ， 引 进 了 被 后 人 称 为 黎 曼 曲 
面 的 概念 ， 使 得 任何 一 个 多 值 解析 函数 都 可 以 看 作 是 在 
它 的 黎 曼 曲面 上 的 单 值 解析 函数 .要 证 明 这 一 结论 ,内需 
把 函数 在 一 点 处 的 那些 不 同 的 值 ， 分 别 归 入 黎 曼 曲面 
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的 在 这 点 xz 上面 的 那些 不 同 的 层 上 去 就 可 以 了 . 

我 们 试 以 上 述 两 个 函数 为 例 , 来 加 说 明 ， 

1” 对 数 函 数 w=Lnz 的 黎 曼 曲面 

如 上 所 述 ，Ln z 的 完全 定义 区 域 是 无 穷 层 的 复 平 
面 ,但 原点 和 无 穷 远 点 除外 .为 了 不 可 能 有 包围 原点 的 闭 
曲线 出 现 ， 我 们 必须 将 复 平面 沿 从 原点 到 无 穷 远 点 的 荣 
一 条 简单 曲线 荐 开 . 为 方便 计 , 我 们 将 复 平面 沿 正 实 轴 荐 
开 , 记 各 层 上 所 得 的 裂纹 区 域 为 D,: 

2pr <arg z<2(k+1)r (其 中 8=0,+1,+2,.…). 

在 开始 的 那个 区 域 D。 内 ,我 们 考虑 由 条 件 0<argz 
<2 所 确定 的 那个 分 支 Ww= lIn|z| +iarg z, 把 这 个 分 支 
无 限 地 延 到 区 域 D; 内 去 ,其 中 = 土 1, 土 2,…. 与 此 相 
应 ， 无 限 多 张 形状 相同 的 D; 叶片 按照 下 述 规定 互相 连 
接 起 来 :每 一 张 叶 片 咏 , 的 割 凑 的 下 沿 与 叶 月 Dori 的 制 
痕 的 上 沿 相 粘 合 . 所 得 到 的 对 数 函 数 的 黎 曼 曲面 ,其 形状 
有 如 在 图 11 中 所 表示 的 那样 . 称 z=0 与 z= 为 曲面 
的 对 数 支 点 . 

2” 方 根 = YY z 的 黎 曼 曲面 
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如 前 面 所 述 , Vz 的 完全 定义 区 域 是 nn 层 的 复 平 面 ， 
但 是 原点 和 无 穷 远 点 是 单 层 的 .为 此 ,我 们 将 复 平面 沿 正 
实 轴 制 开 成 区 域 D,, 如 上 例 中 所 述 ， 在 开始 的 那个 区 域 
D。 内 ， 我们 考虑 由 条 件 0<argz<27 所 确定 的 那个 分 
文 fo(z) 然后 把 它 延 拓 到 区 域 站 ，， D,, ”” ”9 D,_i 内 去 . 
与 此 相对 ,我们 将 nn 张 形状 与 D, 相同 的 叶片 ， 把 区 域 
D。 中 割 痕 的 下 沿 与 区 域 D, 中 制 痕 的 上 沿 粘 合 起 来 ,区 
域 D, 中 制 痕 的 下 沿 与 区 域 D, 中 割 痕 的 上 沿 粘 合 起 来 ， 
此 余 类 推 . 在 正 实 轴 上 (以 及 在 整个 区 域 D, = D。 内 ) 函 
数 fo(z) 与 f,(z) 的 值 相 等 .因此 ,我 们 必须 想像 成 把 余 留 
下 来 空 着 的 叶片 De 中 制 痕 的 上 沿 与 D，, 中 割 痕 的 下 
沿 , 互 相 粘 合 起 来 . Vz 的 在 其 它 的 D, 内 的 值 , 不 过 是 
重复 这 些 已 分 出 的 值 fo, 乒 ,…, fi 而 已 ,因此 , 所 构成 
的 这 个 nn 有 层 的 曲面 ,， 便 是 函数 w= Vz 的 黎 曼 曲面 点 
z=0 和 z=oo 是 这 个 曲面 的 mn 阶 代数 支点 ( 兄 图 12, 其 
中 置 n=4). 

借以 反应 出 多 值 函 数 的 特征 的 多 叶 面 ， 可 以 用 同样 
方法 对 一 切 多 值 解析 函数 构造 出 来 .这 个 曲面 的 各 叶 , 在 
函数 的 支点 周围 相互 结合 在 一 起 .看 来 ,解析 函数 的 性 质 
与 黎 曼 曲面 的 几何 性 质 密切 相关 .引入 这 种 曲面 ,不仅 是 
用 来 作为 阐明 多 值 函 数 的 特征 的 辅助 工具 ， 而 且 对 于 研 
究 解析 函数 的 性 质 ,以 及 发 展 研究 解析 函数 的 方法 , 缘 具 
有 根本 性 的 作用 . 黎 曼 曲面 就 好 像 在 复 变 数 域 与 几何 之 
间 做 成 了 一 个 桥梁 ， 它 不 仅 使 我 们 可 以 把 非常 深奥 的 函 
数 的 解析 性 质 与 几何 联系 起 来 ， 而且 还 刺激 起 几何 学 中 
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和 
a ee Er TT 和 rr 人 全 im 一 ， 下 He 相让 0 本 和 ni 肌 汪汪 汪汪 


一 个 新 的 分 支 一 一 拓扑 学 一 一 发 展 起 来 ， 拓扑 学 旋 是 研 
究 图 形 在 连续 变形 之 下 不 变 的 几何 性 质 的 学 科 . 
如 果 F(z, Ww) 是 z 和 Ww 的 多 项 式 ,我 们 把 经 过 解 方 


程 
F(z, Ww)=0 

得 出 的 函数 w= 了 (z) 间 做 代数 函数 .代数 函数 论 中 有 一 
个 显著 的 例子 ， 可 以 用 来 说 明 黎 曼 曲面 的 几何 性 质 的 重 
要 性 .代数 函数 的 黎 曼 曲面 ,在 经 过 连续 变换 之 后 ， 总 可 
以 变 成 一 个 球 ， 或 一 个 带 柄 的 球 ( 有 见 图 13). 柄 的 数目 就 
是 这 种 曲面 的 特征 性 质 , 这 个 数 且 叫做 该 曲面 的 亏 格 ,或 
叫做 该 代数 函数 的 亏 格 .从 亏 格 出 发 ,我 们 就 可 得 出 该 曲 
面 .看 来 ,函数 的 亏 格 决定 了 代数 函数 最 重要 的 性 质 . 


四 、 共 形 映 照 及 其 应 用 
1。 可 膨 图 数 的 几何 性 质 


恰 如 在 研究 实 变 函数 的 时 候 一 样 , 在 复 变 函 数论 中 ， 
4| 


a eH eb 本 


函数 的 几何 解释 具有 很 重要 的 地 位 . 研究 复 变 函数 的 几 
何 性 质 ,不 仅 可 以 用 来 直观 地 表示 出 函数 的 解析 性 质 ,而 
且 还 给 这 种 理论 带 来 了 一 个 专门 的 课题 ， 形 成 一 个 数学 
分 文 , 岂 做 “ 复 变 函 数 的 几何 理论 ”. 

设 w=f(z) 是 区 域 C 内 的 复 变 函数 ,y 是 G 内 一 条 
曲线 ,参数 方程 为 2(t),Q<t<B,y 在 WwW=f(z) 上 映照 下 的 
像 7 的 参数 方程 自然 可 取 为 w(t) = 了 (2(1)), a<t<p. 
如 果 Ww=f(z) 在 2。=z(to)( 其 中 Qa<to<B) 处 有 导数 且 
不 为 零 ,我 们 要 研究 W= f(z) 在 z。 处 的 性 态 . 

设 2 to) 存在 县 不 为 零 ， 于 是 W' (to) = 万 (zo)2 to) 
也 必 人 存在 且 不 为 零 , 7? 在 ze 处 的 切线 方向 为 arg z (to)， 
而 7 在 we= 蕊 zo) 处 的 切线 方向 必 为 

arg w’ (加 ) =arg. 太 (ze) + arg 2 (to). (37) 
这 个 关系 说 明 , 如 将 z 平面 与 W 平面 重合 , 且 使 ze 与 ws 
对 应 ,并 使 两 正 实 轴 方向 吻合 ， 那 么 Y 在 w。 处 的 切线 
与 ?在 zo 处 的 切线 之 间 的 交角 等 于 argj (zo) ,这 是 一 
个 与 ?无 关 的 量 . 基 于 这 一 理由 , 在 WwW=f(z) 的 映照 下 ， 
过 ze。 点 的 任何 两 曲线 的 夹 角 与 过 wo 的 两 条 像 曲线 的 
夹 角 ， 其 大 小 与 方向 都 保持 不 变 ( 如 图 14 所 示 ). 这 个 事 
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实 告诉 我 们 ,一 个 映照 在 导数 异 于 零 的 点 处 具有 保 角 性 ， 

以 上 对 解析 函数 的 导数 的 辐 角 作 了 几何 解释 ， 如 采 
在 该 点 的 导数 不 为 零 ,现在 来 说 明 导 数 模 的 几何 意义 . 

导数 f(zo) 存在 且 不 等 于 零 ， 则 |f(zo)| 存在 且 不 
为 零 , 由 定义 易 知 

[f(z) 一 jzo)| = |f’ (26)1lz—z| +o(lz—z,|), (38) 
式 中 0(|z 一 zo|) 关 于 |z- zol 是 一 个 高 阶 无 穷 小 量 . 这 个 
式 子 说 明 , 在 不 计 及 高 阶 无 穷 小 的 条 件 下 , Ww = fz) 在 
处 的 伸缩 度 是 一 个 与 方向 无 关 的 量 a= |f(zo)|. 这 个 事 
实 告诉 我 们 , w =f(z) 在 导数 存在 的 z 处 有 一 个 不 变 的 
伸缩 度 | 了 (zo)|, 这 是 一 个 与 方向 无 关 的 量 . 基于 这 一 理 
由 , w=f(z) 将 zo 点 的 无 穷 小 圆 变 成 Wo = 入 zo) 的 无 穷 
小 圆 ,如 f(z0) 寺 0. 

从 上 面 所 证 明 的 映照 的 几何 性 质 , 假若 在 某 一 点 
zo， 有 (zo) 关 0, 则 在 这 点 的 附近 ， 我 们 自然 就 会 期 望 ， 
在 ze 点 某 一 很 小 的 邻 域内 ,映照 是 一 对 一 的 ,就 是 说 ,不 
仪 每 一 点 Z 有 一 点 WwW 与 之 对 应 ， 而 且 反 过 来 ， 每 一 点 Ww 
也 上 只 有 一 点 ?与 之 对 应 .这 是 可 以 严格 证 明 的 . 

为 了 便于 形象 地 了 解 在 使 得 了 (zeo) =0 的 那 种 点 的 
附近 的 映照 性 质 ,我 们 来 研究 函数 

w=z” (其 中 "二 1) (39) 
在 原点 的 映照 。 这 函数 的 导数 WwW’ =nz"”! 当 z=0 时 为 
零 .为 了 便于 研究 映照 (39), 最 好 利用 极 坐 标 或 复数 的 三 
角 表 示 , 令 
Z=7(C0S9 + oSin p), 
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w= pc0s 0 + ising). 
注意 在 复数 相 乘 时 , 模 相 乘 而 辐 角 相 加 , 则 得 
2" =7"(00S ng 上 7Sin ng), 
因而 有 
p=1 0=np. 

从 最 后 这 个 关系 式 可 以 看 出 , z 平面 上 的 射线 9 = const. 
(常数 ) 变 成 w 平面 上 的 射线 6=ng =const. 因 之 , Z 平 
面 上 两 条 半 射 线 之 间 大 小 为 & 的 交角 变 成 大 小 为 B= ne 
的 交角 . 此 时 ，z 平面 到 w 平面 的 映照 已 经 不 再 是 一 对 
一 的 了 .事实 上 ,车 给 定 了 一 个 以 Pp 为 模 , 以 9 为 辐 角 的 
点 软 ， 则 它 可 以 作为 n 个 +r= Vp 为 模 ,以 

p=0, Om On 1) 
为 辐 角 的 点 的 像 而 得 出 . 当 自 乘 球 次 等 时 ,相应 点 的 模 即 
等 于 P, 辐 角 即 等 于 

0, 0+2x7, .…, 0O+2x(n—1), 

因为 把 辐 角 加 上 一 个 2 的 整 倍数 的 量 ， 并 不 改变 该 点 
的 几何 位 置 , 故 平面 上 所 有 的 像 几 为 同一 . 


2. 共 形 映照 


假如 解析 函数 w=f(z) 把 z 平 面 上 的 区 域 G 一 对 
一 地 映照 到 w 平面 上 的 区 域 D, 则 我 们 称 f(z) 为 从 区 
域 G 到 区 域 D 上 的 共 形 映照 , 或 称 jf(z) 是 区 域 G 上 的 
单 叶 函 数 .显然 , 若 f(z) 是 区 域 G 上 的 单 叶 函数 , 则 f(z) 
在 G 内 可 导 , 且 其 导 函 数 f(z) 在 G 恒 不 等 于 零 .简单 解 
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析 函 数 给 出 的 共 形 映照 的 一 些 例子 如 图 15 和 图 16 所 示 ， 


共 形 映照 理论 是 复 变 函 数论 中 发 展 景 快 的 一 部 分 . 
中 心 的 结果 是 黎 曼 的 映照 定理 ， 它 说 每 个 由 简单 曲线 所 
围 成 的 区 域 ,能 被 共 形 地 映照 到 任 一 这 样 的 区 域 ， 例 如 ， 
一 个 正方 形 能 共 形 地 映照 成 一 个 圆 盘 , 如 图 17 所 示 . 黎 
曼 所 给 的 映照 定理 的 证 明 是 出 奇 的 简单 ， 但 是 它 含有 一 
个 基本 的 错误 ,在 数学 上 几乎 是 件 前 所 未 闻 的 事情 .多 年 
来 ， 给 映照 定理 一 个 严格 的 证 明 ， 是 对 数学 家 的 一 个 朱 
战 , 几 个 旺盛 的 数学 分 支 也 是 源 于 这 个 问题 .对 此 ， 今 天 
已 有 很 多 有 效 的 证 明 . 令 人 惊奇 的 是 ,这 些 结果 证 实 了 黎 
曼 原来 的 思路 能 行 得 通 . i 
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图 17 


在 这 里 ,我 们 指出 一 个 与 单 叶 范 数 有 关 的 猜想 .如 果 
我 们 考虑 一 个 从 以 原点 为 中 心 、 半 径 为 1 的 圆 盘 到 某 个 
区 域 上 的 共 形 映照 ， 则 这 个 共 形 映照 是 用 一 个 解析 中 数 
f(z) 来 描写 的 , 它 能 表示 为 一 个 究 级 数 

f(z) = 0 + 2 + A + Ga + Ot + gz’ 十。 

一 个 众所周知 的 ， 以 数学 家 比 伯 巴赫 (L. Bieberbach) 命 
名 的 猜想 说 ,|a,| 不 大 于 nlai| . 注意 :这 里 包含 着 无 穷 多 
个 命题 ,对 每 个 n=2?2,3,4, … 都 是 一 个 命题 . n=2 时 ， 
命题 是 容易 的 ,已 由 比 伯 书 赫 所 证 明了 ，n = 3 的 情况 较 
之 n=2 有 不 能 相 比 的 困难 , 这 是 由 楼 浮 纳 (K. Lo6wner) 
在 1923 年 所 证 明 . 下 一 步 ,在 30 年 后 才 解 决 , 希 否 (M. 
Schiffer) 和 万 拉 贝 迪 安 (P. R. Garabedian ) 在 1953 年 证 
明了 上 比 伯 巴赫 猜想 中 n= 4 的 情况 . 当 n 是 任意 整数 的 一 
般 情况 ,虽然 有 很 多 部 分 结果 指明 猜想 是 真 的 ,但 一 直 未 
得 到 解决 ,直到 1984 年 ,这 个 著名 的 比 伯 巴 赫 猜 想 终于 被 
美国 数学 家 德 " 路 易 斯 ` 亏 朗 奇 (L. de Branges) 记 证 明 . 


3。 共 形 映 照 的 应 用 


共 形 映照 在 数学 物理 上 有 广泛 的 应 用 .我 们 只 提 及 
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一 个 在 流体 力学 上 的 应 用 .例如 考虑 一 个 如 图 18 所 示 的 
从 一 个 带 形 到 沟 状 区 域 的 共 形 映照 . 水 平 线 的 像 是 一 个 
流体 的 可 能 流 的 流 线 , 垂 直线 的 像 称 为 等 势 线 .小 的 立方 
体 的 像 的 大 小 ,可 用 来 计算 流体 作用 在 壁 上 的 压力 . 


52 天 用 


18 
然而 ,要 用 这 个 方法 去 描述 流体 流动 ,只 有 在 受 限制 
的 假定 下 才 是 可 能 的 .这 必须 是 一 个 不 可 压缩 的 .无 磨擦 
的 .无 重量 的 流体 的 稳定 、 二 维 的 无 旋 流 动 .在 自然 界 , 并 
不 存在 这 样 的 流 . 虽 然 如 此 ,有 很 多 情况 在 复 变 函数 论 基 
础 上 的 计算 ,会 给 出 现实 物理 过 程 的 有 用 的 精确 描绘 . 
在 一 定 的 限制 下 ， 可 将 这 方法 应 用 于 围绕 着 机 翼 的 
空气 流 上 .从 本 世纪 初 库 措 (W. Kutta) 和 茹 柯 夫 斯 基 
(水 yKoBcKH 直 ) 的 开拓 性 工作 , 一 直到 第 二 次 世界 大 战 末 
期 ,机 辟 揭 设计 是 基于 一 个 理论 ,这 个 理论 包括 有 从 机 恤 
截面 ( 称 之 为 “ 侧 像 ”) 到 一 个 圆 胡 上 的 共 形 上 映照. 
用 共 形 映照 计算 理论 上 对 机 缀 的 压力 分 布 ， 其 作用 
不 过 是 给 实验 工作 和 实际 设计 提供 一 些 指标 线 . 现在 的 
发 展 基本 上 已 是 完善 的 .由 此 就 引出 一 个 问题 ,要 寻求 一 
个 共 形 上 映照， 把 一 个 区 域 映照 到 一 个 具有 给 定 几 何 形 状 
的 区 域 上 去 .在 许多 最 简单 然而 有 用 的 情况 ,这 个 问题 可 
利用 初等 复 变 函数 来 解决 .但 在 一 般 情况 下 ,初等 函数 却 
无 济 于 事 . 真正 要 作出 一 个 共 形 映照 把 一 个 区 域 映照 到 
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男 外 一 个 区 域 上 去 ,这 有 时 是 一 件 非常 困难 的 事 , 至 今 仍 
有 人 在 继续 研究 共 形 映照 的 实现 问题 ， 


五 、 一 个 著名 的 函数 


设 z 是 一 个 大 于 工 的 正 数 , 则 无 穷 级 数 


1 1 1 | 
1 + t+-ar +t- t+ (40) 


能 求 和 .这 是 说 有 一 个 数 ,我 们 称 之 为 5(z) ,使 得 对 较 大 
的 计算 有 限 和 

1+ 坟 + -ar Ar 
所 得 的 值 ,可 十 分 接近 £(z) .如 此 ,对 每 个 z 指定 一 个 值 
5(z) 的 规则 , 是 一 个 函数 ， 称 为 黎 曼 的 “Zeta”( 彩 搭 ) 函 
数 . 

由 上 面 所 写 的 公式 , Zeta 函数 是 对 大 于 1 的 正 数 定 
义 的 . 黎 曼 指 出 有 一 个 切实 的 方法 使 Zeta 函数 可 以 对 
所 有 的 实 值 和 复 值 z 定义 ,但 z=1 除外 .Zeta 函数 自然 
是 一 个 解析 函数 . 黎 曼 也 完全 认识 到 对 z 为 复 值 的 Zeta 
函数 的 研究 ,是 一 个 获得 关于 素数 的 信息 的 方法 .瑞士 数 
学 家 欧 拉 (L.Euler) 利 用 算术 基本 定理 ( 即 每 个 整数 能 分 
解 为 一 些 素 数 的 积 , 除 了 这 些 因 子 的 次 序 外 ,这 个 分 解 是 
唯一 的 ) ,证 明了 下 述 定理 ， 

如 果 Re z>>1, 则 
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5 = (Ts); (41) 


其 中 {p,} 是 素数 序列 .所 谓 素数 是 不 为 1 的 正 整数 ， 且 
除了 1 和 它 自己 之 外 不 能 被 其 它 任何 正 整数 整除 ， 例 如 
2,3,5,7,11,13,17,19,23 等 等 都 是 素数 . : 
这 一 定理 清楚 地 指出 了 Zeta 函数 与 数论 之 间 的 紧 
密 联 系 . 顺便 说 明 一 下 无 穷 乘积 的 概念 . 设 pi, Ps，…， 
p,，… 是 一 复数 序列 ,又 设 Pu = pips…P，, 如 果 P=lim RP， 
人 
Pi1P2** “二 = TIp, 

收敛 . 

在 黎 曼 之 后 很 多 年 ， 直 到 十 九 上 世纪末， 阿达 玛 (J. 
Hadamard) 和 德 拉 瓦 菜 - 普 森 (Ch. J. De la Vallee- 
Poussin) 运 用 Zeta 函数 和 整个 复 变 函数 的 结果 ,其 中 部 
分 结果 就 是 他 们 发 展 的 ， 证 明了 素数 定理 . 这 个 定理 断 


言 小 已 给 定 的 x， 所 有 对 于 Xx 的 素数 的 个 数 是 近似 等 于 
x 、 ps 
I6z 或 是 近似 等 于 
1+ 二 + 十 +… + 二 


设 Xx(X) 表 示 不 超过 x 的 素数 的 个 数 ,素数 定理 断言 
-SC 1 elw). (42) 
Jogw 
其 中 , 当 x 充分 大 时 ,这 里 的 E(xX) 可 以 任意 小 . 这 个 定理 
首先 是 由 高 斯 观察 素数 表 而 猜测 的 . 
这 确实 是 令 人 惊奇 与 令 人 感到 神秘 的 ， 一 个 关于 素 
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数 的 定理 ,最 先 居然 是 用 复 分 析 方法 证 明 的 .寻找 一 个 不 
用 复 分 析 的 证 明 , 直 到 1951 年 才 解 决 .纵然 如 此 , 复 分 析 
仍 是 得 到 关于 素数 信息 的 最 强 有 力 的 工具 . 

上 自从 Zeta 函数 被 引入 以 来 , 它 一 直 是 数学 上 大 量 人 研 
究 的 课题 . 对 它 的 大 量 的 研究 ， 集 中 在 探讨 它 的 根 的 性 
质 . 一 个 函数 的 根 ,是 使 得 函数 值 为 零 的 那些 数 . 例如 郴 
数 sin x 的 根 是 所 有 的 整数 乘 以 交 ， 好 当 X=0， 土 丈 ， 
士 2T,， 时 ,sin x=0. 关于 Zeta 函数 的 根 ,已 知 

( i ) 每 个 负 偶数 是 它 的 根 ， 

(站 》 还 有 无 穷 多 个 其 它 的 根 ， 

(ii) 所 有 其 它 的 根 都 是 复数 ,具有 形式 s+ 证 ,这 里 
s、t 都 是 实数 , 且 s 是 在 0 和 1 之 间 . 

黎 曼 自 己 猜测 :所 有 复 根 都 有 s = 二， 这 就 是 著名 的 
黎 曼 假设 . : 

证 明 或 否定 这 个 黎 曼 假设 ， 被 公认 为 对 当今 数学 家 
最 高 有 挑战 性 和 最 困难 的 问题 . 黎 曼 假设 的 证 明 , 将 给 出 
素数 定理 中 误差 (x) 的 准确 的 信息 ,并 且 将 立刻 在 数论 
上 建立 一 大 批 其 他 结果 .但 是 ,所 有 数学 家 都 敬 晨 黎 曼 假 
设 的 真正 原因 ， 是 他 们 知道 自 黎 曼 以 来 的 最 伟大 的 数学 
家 都 试图 解决 此 问题 ,而 从 未 获得 成 功 , 只 使 这 个 假设 引 
起 许多 深入 与 美 永 的 研究 . 

我 们 能 否 用 计算 机 来 研究 这 个 问题 呢 ? 可 以 ,但 只 能 
在 任意 的 精度 内 计算 有 限 个 Zeta 函数 的 零点 . 至 今 , 还 
没有 发 现 有 什么 计算 结果 与 黎 曼 假设 相 和 矛盾. 
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六 、 多 复 变 数 函 数 


1。 多 复 变数 的 全 纯 函 数 


上 述 关于 复 变 数 函 数 的 理论 ， 可 以 推广 到 多 个 复 变 
数 的 情形 . 

以 "表示 n 维 复 欧 氏 空 间 , 其 中 的 点 为 2= (Zi,…， 
Z,)， 这 里 的 每 一 个 z; 是 一 个 复数 (j=1,2,…,n). 设 吕 
为 "中 的 一 个 区 域 ,对 于 复 值 函 数 f(z) ,如 果 对 于 2 中 
的 任何 点 2 = (2 ,… ,zs )， 函 数 f(z) 在 点 2 附近 可 以 
表 为 下 述 形式 的 收敛 级 数 


f(z) = ， > Ca 


这 时 , 我 们 称 函 数 f(z) 在 2 上 是 全 纯 的 . 这 个 定义 , 是 
本 书 第 一 章 第 3 节 中 定义 单 复 变数 “解析 函数 ”这 一 概念 
的 形式 推广 .而 且 , 可 以 如 同 第 一 章 第 4 节 中 所 进行 的 那 
样 ,导出 f(z) 对 每 一 个 复 变数 在 点 2? 的 偏 导 数 存 在 ， 并 
且 , 对 每 一 个 复 变 数 而 言 , 它 满足 柯 西 - 黎 曙 方程 , 即 


UT, 9 Cn Yi *** » Yn ) _ OV(W, se 9 Vn Yi » Yn ) 


9%; 2y, 
QU(W!, 的 Yn ) 一 OV(W1, 9 Vn YL » Yn) 
9y, 1 


j=1,.…,n, 这 里 2Z)= Xjy+iy,, jz) =u(z) +iv(z), u(z) 
= U(Xis Xs Vi) VCZ) = VX 1). tl 
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可 以 由 如 同 本 书 第 三 章 第 工 节 中 所 进行 的 那样 ， 证明 全 
纯 函 数 的 唯一 性 , 即 : 如 果 了 和 8 是 在 区 域 2 上 定义 的 
两 个 全 纯 函 数 ,， 并 在 某 一 点 的 邻 域 有 f(z) = 84z)， 那 末 
在 整个 8 上 ,1(z) 与 8(z) 是 全 等 的 . 

但 是 ,如 果 将 多 复 变数 理论 ,理解 为 单 复 变数 理论 的 
简单 的 平行 推广 , 那 就 完全 错 了 .构成 多 复 变数 理论 的 主 
要 部 分 ,不 是 那些 与 单 复 变数 理论 相 共 同 的 性 质 ,而 是 它 
的 独特 的 性 质 . 单 复 变数 理论 不 过 为 之 提供 问题 的 背景 ， 
而 解决 多 复 变 数理 论 的 方法 、 思 想 却 往 往 完 全 不 同 于 单 
复 变数 理论 . 这 就 使 得 多 复 变 函数 理论 成 为 当前 世界 数 
学 潮流 中 心 之 一 ， 而 且 几 乎 用 到 了 所 有 现代 数学 的 概念 
与 方法 ,并 反 过 来 影响 着 现代 数学 的 众多 分 支 的 发 展 . 

在 以 下 几 节 中 ， 我 们 只 是 举例 来 说 明 它 与 单 复 变 数 
理论 有 多 大 区 别 . 


2. 全 纯 域 
在 第 三 章 中 ， 曾 介绍 了 单 复 变 数 函 数 “解析 延 拓 ?的 
概念 .但 是 ,在 多 复 变 数 函 数 中, 这 却 是 完全 不 同 的 情形 . 
在 单 复 变数 中 , 若 Q 为 & 中 任意 - -个 区 域 ，@ 为 另 
一 个 包含 2 而 较 大 的 域 ， 那 末 总 是 存在 在 2 中 解析 但 
不 能 解析 延 拓 到 名 的 函数 .例如 , 只 要 任 取 在 2 中 而 不 


在 2 的 一 点 G，:; b 


多 复 变 数 中 不 再 成 立 . 
很 星 以 前 , 哈 托 格 斯 (F.Hartogs) 发 现 ; @ 中 有 些 域 
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2 具有 这 样 的 性 质 ,总 是 存在 一 个 包含 它 的 更 大 的 域 2， 
使 得 在 2 中 全 纯 的 函数 ,都 可 以 全 纯 延 拓 到 & 中 去 (也 
就 是 说 , 这 个 函数 也 一 定 在 2 上 全 纯 )， 简单 的 例子 如 ， 


Q 为 <|zil*+ |zsl:<1, 则 可 取 站 为 zi*+|zs]*<1. 也 
就 是 如 果 f(z4, zs) 在 二 <Iz4*+ |zsl*?<1 上 全 纯 , 则 一 定 


在 |zi|? + |Zs|:< 之 ] 上 全 纯 . 

所 以 ,我 们 有 兴趣 的 域 ,应 该 是 不 具备 上 述 延 拓 性 质 
的 域 .于 是 ,就 建立 起 “全 纯 域 "的 概念 . 域 Qc 称 为 全 
纯 域 , 如 果 不 存在 更 大 的 包 售 2 的 域 28， 使 得 对 任何 2 
上 全 纯 的 函数 ,都 可 以 全 纯 延 拓 到 2 上 . 

问题 是 ， 哪 些 域 是 全 纯 域 ? 如 何 来 刻 划 它们 .这 兽 
是 多 复 变数 函数 理论 的 历史 发 展 中 长 期 处 于 重要 地 位 的 
问题 .1910 年 , 列 维 (E.E.Lovi) 提 出 著名 猜想 :全 纯 域 与 
拟 凸 域 是 等 价 的 .所谓 “ 拟 凸 域 " ,粗略 地 说 是 这 样 的 域 ， 
Qce* 为 有 界 、 光 滑 区 域 , 这 域 由 实 值 函数 和 (z) 所 定义 ， 
且 在 2 的 闭 包 的 一 个 邻 域 中 是 无 穷 次 可 微 的 ,A(z)<0， 
若 zEQ; 入 (z) =0, 若 Zz 属于 8 的 边界 ; 和 (z)>>0, 若 Zz 在 
Q 及 其 边界 之 外 , X(z) 的 梯度 不 为 零 . 若 对 于 任意 2 的 


边界 上 的 点 z，( 人 522) 这 个 逢 阵 是 半 定 正 的 , 见 


92.92) 
称 2 为 拟 凸 域 . 对 于 列 维 猜想 ,曾经 有 很 多 大 数学 家 作 
出 了 重要 贡献 ,直到 1954 年 才 解 决 。 
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3， 域 的 分 类 


在 第 四 章 第 2 节 中 ， 曾 叙述 了 单 复 变 数 的 黎 螺 映照 
定理 ,每 个 由 简单 曲线 所 围 成 的 区 域 ,能 共 形 映照 到 任 一 
这 样 的 区 域 . 于 是 单 复 变 数 的 区 域 的 分 类 问题 就 完全 解 
决 了 ， 因 为 任意 这 样 的 区 域 可 以 共 形 映照 到 一 些 典 型 的 
区 域 上 . 例如 ;任何 一 个 边界 多 于 一 点 的 单 连 通 区 域 ,都 
可 以 共 形 映照 到 单位 圆 盘 . 但 这 个 结果 到 了 多 复 变 数 的 
情形 ,就 不 再 成 立 了 . 例如 :很 早 时 候 , 庞 加 莱 (H. J. Poi- 
ncaré) 就 证 明了 ; 不 存在 全 纯 映 照 将 多 圆柱 |z|<1，…， 
|z,|< 之 1 映 到 单位 球 |z1|?+…+|z,|*:<1 上 ， 尽管 多 圆柱 
与 单位 球 都 是 单 连通 区 域 . 

于 是 ， 问 题 归 结 为 将 多 复 变数 的 区 域 进行 全 纯 分 类 
的 问题 ， 即 属于 同一 类 中 的 区 域 都 可 以 用 全 纯 映照 相互 
映照 ,而 不 同类 的 区 域 相互 不 能 互相 全 纯 映 照 , 要 将 各 种 
不 同 的 类 列举 出 来 .这 个 问题 距离 解决 还 是 十 分 膛 远 ,只 
是 对 一 些 性 质 比较 好 的 区 域 已 有 深入 的 结果 . 

若 8 为 @" 中 的 有 界 域 ，Q 到 自身 的 双方 一 一 的 全 
纯 映 照 称 为 Q 的 解析 自 同 构 . 若 对 2 中 任意 两 点 ,都 存 
在 解析 自 同 构 将 一 点 映 到 另 一 点 , 则 称 8 为 可 递 域 . 对 
于 这 种 区 域 , 全 纯 分 类 有 了 很 大 的 进展 . 如 果 更 进一步 ， 
考虑 一 种 特殊 的 可 递 域 ， 对 Q 中 任 一 点 z, 存在 解析 自 
同 构 g, 使 gz)=2z, 且 8=1T, 则 称 吕 为 对 称 域 . 关于 对 
称 域 的 分 类 ,这 问题 已 获 全 部 解决 , 它 等 价 于 一 些 对 称 域 
的 乘积 ,这 些 对 称 域 为 四 类 典型 域 及 二 类 例外 域 , 这 四 类 
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典型 域 ,我 国 数学 家 华罗庚 将 它们 表 为 : 

1 一 2 >0， ZZ 为 mxn 复 定 阵 ; 

1 -22’>0, Z 为 nxn 对称 复 方 阵 , 即 Z=2 

1 -22Z’>0, Z 为 nxn 斜 对 称 复方 阵 , 即 Z = -21 
1 >) z= (Zz1，…,2,) 为 一 复 向 量 ， 
1 +|zz’|?— 2zz’>0, 

这 里 , 1 表示 单位 方 阵 ， 上 划 “- ”表示 共 力 ， 右 撤 “'“ 表 

示 转 置 ,B>0 表示 方 阵 B 为 定 正 ， 二 类 例外 域 ， 一 个 是 

16 维 , 一 个 是 27 维 的 . 


4. 积分 表示 


在 第 二 章 第 2 节 中 ， 曾 给 出 了 解析 函数 的 柯 西 积分 
公式 ， 这 是 单 复 变 数 函 数论 中 十 分 重要 的 公式 . 这 个 公 
式 的 意义 在 于 :对 -- 个 解析 函数 ,在 区 域内 部 的 点 的 函数 
值 ,可 以 用 函数 在 边界 上 的 值 来 表达 .人 们 当然 希望 得 到 
在 多 复 变数 的 情形 时 的 相应 的 公式 ,但 是 ,由 于 多 复 变 数 
的 情形 远 比 单 复 变数 复杂 ， 且 区 域 的 全 纯 分 类 问题 又 远 
未 解决 , 以 至 出 现 了 十 分 众多 的 积分 公式 , 但 总 的 来 讲 ， 
是 从 二 个 基本 观点 来 推广 柯 西 积分 公式 的 ， 一 是 从 希 尔 
伯 特 (D. Hilbert) 空间 的 观点 ， 一 是 从 外 微分 形式 的 观 
点 .所 谓 从 希 尔 伯 特 空间 的 观点 ,就 是 从 构造 区 域 上 的 完 
整 正 交 系 出 发 .所 谓 从 外 微分 形式 的 观点 ,就 是 想法 运用 
斯 托 克 斯 (G. G. Stokes) 公 式 来 建立 积分 公式 . 此 外 ,对 
一 些 区 域 ,例如 典型 域 ,全 纯 函 数 在 区 域内 部 的 值 完 全 由 
区 域 的 边界 上 一 部 分 函数 的 值 所 决定 ， 而 不 是 函数 在 区 
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域 边界 上 全 部 的 值 . 


5. 其 它 


由 于 多 复 变 数 呈 数理 论 是 一 门 正 在 莲 勃 发 展 的 学 
科 ,大 量 问 题 远 未 解决 , 并 还 在 不 断 提出 新 的 问题 , 在 本 
书 中 不 可 能 对 当前 大 家 有 兴趣 的 问题 都 来 叙述 .以 上 只 
是 举 了 几 个 显得 十 分 重要 的 问题 作为 例子 ， 其 它 一 些 问 
题 ,尽管 十 分 重要 , 均 不 可 能 在 此 论 及 , 如 ， 著名 的 库 辛 
(P. Cousin) 问 题 ; 龙 格 (J. Runge) 型 定理 (相当 于 第 二 章 
第 5 节 中 “ 间 近 理论 ”在 多 复 变 数 中 的 推广 )， 复 流 形 ( 相 
当 于 第 三 章 第 3 节 中 黎 曼 面 在 多 复 变 数 中 的 推广 ) 及 复 
向 量 从 ; 层 (Sheab) 及 以 层 为 系数 的 上 同调 群 ， 黎 曼 - 罗 
赫 (G. FF. B. Riemann-G. Roch) 定 理 的 推广 ; 自 守 函数 
理论 ;零点 与 奇 点 ; 5 问题: 值 分 布 理论 ,等 等 . 对 此 右 关 
起 的 读者 ,可 以 阅读 有 关 专 著 。 
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